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Vorwort. 


Die alten griechischen Geometer haben mehrere Aufgaben ge- 
stellt, deren Bewaltigung erst in neuerer Zeit, etwa im Laufe des 
vergangenen Jabrbunderts gelungen ist. Beispiele daflir sind Fragen 
liber die Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal, wie die Frage der 
Winkeldrittelung und der „Quadratur“ des Kreises, dann die Unab- 
bangigkeit des Parallelenaxioms und die damit zusammenbangenden 
„Nicbt-Euklidiscben“ Geometrien. Diese altbertibmten Fragestellungen 
baben stets weit liber den engen Kreis der ziinftigen Mathematiker 
binaus die Geister bewegt und zu einer Flut von Scbriften Anlab 
gegeben, die meist von den neueren Ergebnissen vollig unberiibrt 
geblieben sind. Zur Befriedigung dieses Wissensdranges und zurVer- 
binderung weiterer nutzloser BescbieBung der langst ersturmten 
Festungen sind nun neuerdings mebrfacb gemeinverstandlicbe wissen- 
scbaftlicbe Darstellungen solcber neuerer geometriscber Ergebnisse 
erscbienen. 

Fur ein Gebiet dieser klassiscben Probleme der Geometrie ist 
indessen eine elementare Darstellung in einem Lebrbucb nocb kaum 
gegeben worden, namlicb fiir den Beweis der sogenannten v isoperi- 
metrischen u Eigenschaften von Kreis und Kugel: bei gegebenem Inbalt 
kleinsten Umfang oder kleinste Oberflacbe zu besitzen. Dabei ist diese 
Betracbtung aucb bei Nicbt-Matbematikern sebr beliebt; man denke 
nur an die tiefsinnigen Forscbungen liber die Kugelgestalt der Engel. 
Die Ursacbe fiir das Feblen eines derartigen Bucbes ist wohl die: 
Man glaubte zu einer einwandfreien Beweisfiibrung wenigstens im 
Falle der Kugel das scbwere Riistzeug der in die Variationsrecbnung 
von Weierstrass eingefubrten Hilfsmittel nicbt entbebren zu konnen. 

Hier ist der Ter such unternommen , elementare Beweisansatze fur 
die isoperimetrischen Probleme von Jakob Steiner auszugestalten und 
damit einen leichter gangbaren JEeg zu batmen zu wundervollen Er¬ 
gebnissen , die besonders mit den Namen H. A. Schwarz, H. Brunn 
und H. Minkowski verhnupft sind . 

Fur den Fall der ebenen Geometrie ist dieser Weg, die Er- 
ganzung der bei Steiner feblenden Existenzbeweise, scbon von 
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mehreren Geometern ,F. Edler, C. Caratiieodory, E. Study) be- 
scliritten worden, der bei weitem anziebendere Fall der raurnlichen 
Geonietrie diirfte bier zum erstenmal so behandelt sein. W abrend 
also die Methodcn durchweg einigen Ansprucb auf Neubeit erbeben, 
durften auch die meisten Err/ebnisse des letzten (vierten) Teiles und 
des Anbangs nocli nicht bekanut sein. Es werden da Beitrage zur 
,,Ditferentialgeometrie ini groBeir 4 gelietert, die sicb auf konvexe 
Kbrper beziehen. Uberbaupt bandelt der groBere Teil des Inbalts 
von den verschiedenen \\ endungen dieses so auBerordentlicb frucht- 
baren Begriffs „konvex‘‘, so daB man dem Bucbe aucb den Titel 
fiber konvexe Korper 4 * biitte voranstellen konnen. 

Was die Forkenntnisse anlangt, die zum Verstiindnis notwendig 
sind, so habe icb versuclit, den ersten Teil, der von der Minimum- 
eigenscbaft des Ivreises bandelt, moglicbst gemeinverstandlicb zu 
lialten, daB also dabei nicbts .,lIokeres“ zur Anwendung kommt. 


Fur das Folgende babe icb einige kleine Anleihen bei der Inbnitesi- 
malrechnung und spiiter aucb bei der Difterentialgeometrie gewagt, 
um micli kiirzer fassen zu konnen. Dabei sind die spiiteren Teile 
so uuabbangig gestaltet, daB der erste aucb uberscblagen werden 
kann. Der Anbang bringt einen knappen Bericbt uber zum Teil 
nocb unfertige Dinge, fur die icb die Anteilnabme meiuer Zunft- 
genossen zu erwecken boffe. 

Das Biicblein, die bescbeidene Kriegsleistung eines D U-Maunes, 
widme icb meinem verebrten Lelirer in Graz, dem icb die erste 
Anregung zu selbstiindiger geometriscber Arbeit verdanke. Es ist aus 
einer Vorlesung entstanden, die icb im Winterbalbjabr 1913/14 an 
der Deutscben r recbniscben Hocbscbule in Prag abgebalten und aus 
Fbungen, die G. Herglotz und icb im Sommer 1915 an der Uni ver si tat 
in Leipzig veranstaltet liaben. Herrn Herglotz bin icb vielfacb iur 
Rat und Hilfe verpHicbtet, ebenso Herrn C. Caratheodory fiir 
mebrere wort voile Mitteilungen. Mein allzeit bilfsbereiter Freund 
E. Kkuppa (Czernowitz) batte trotz mancber Bebinderung durcli den 
Krieg die Licbenswurdigkeit, micli vor allem bei der Korrektur zu 
unterstiitzen. Dem \ erlage danke icb, daB er trotz der scblimmeu 
Zeiten die Drucklegung ermoMicbt bat. 


Leipzig, im Juni 1910 


Wjlhelm Blaschke. 
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Erster Teil. 

Die Minimumeigenscliaft des Kreises. 


§1. Das Viergelenkverfahren von Steiner. 

Steiner bat eine einfache geometrische Konstruktion angegeben \ 
die ermoglicht, zu jeder geschlossenen und nicht kreisformigen ebenen 
Kurve K eine neue Kurve A* aufzusuchen, die wieder eben und ge- 
scblossen ist, ferner gleichen Umfang, aber grofieren Flacheninhalt 
bat wie K. Aus der Moglicbkeit dieser Konstruktion ergibt sicb 
sofort, da6 A keine Losung der „isoperimetrischen“ Aufgabe sein 
kann, namlicb unter alien geschlossenen ebenen Kurven den groBt- 
moglichen Flacheninhalt zu 
umgrenzen. Keine andere 
Kurve als der Kreis kann 
also diese Eigenscbaft baben. 

Die angekiindigte Kon¬ 
struktion Steiners, die wir 
das „Viergelenkverfahren* ; 
nennen wollen, gebt folgen- 
dermaBen vor sicb. Auf K 
wablen wir zwei Punkte A 
und B, die den Umfang von 
K balften, das heiBt so, daB 
die beiden Teilbogen K l und 
A 2 , in die K durch A und B 
zerlegt wird, gleicbe Bogen- 

lange baben (Fig. 1). Die Bezeicbnung sei etwa so gewablt, daB die 

Flach eninbalte 1\ und F 2 , die die Bogen A\ und K 2 mit der Strecke 

A B abgrenzen, in der Beziebung steben F 1 ^ F 2 . Wir loscben nun 

den Bogen und setzen an seine Stelle den Bogen K 2 , der aus K x 

durch Spiegelung an der Geraden^^ bervorgeht. Die aus A\ und K' 

_ _ - 1 2 

1 Gesammelte Werke, IT. Bd., S. 193 u. f. 

Blaschke, Kreis und Kugel. 1 



Fig. 1. 
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zusammengesetzte geschlossene Kurve A ist symmetrisck zur Achse 
A B und hat offenkundig gleiclien Umfang in it K. Zwischen den 
Flacheninhalten 

F=F x +F 2 und F'=2F l 
von A und K' besteht die Beziehung 

F^F\ 

Dam it sind wir noch nicht zu Ende, da moglicherweise das 
Gleichheitszeichen gelten kann. Fugen wir zun'achst erne Bemerkung 
hinzu: K war nach Voraussetzung kein Kreis. Wir konnen daher 
die Teilungspunkte A und B sicher so wahlen, daB keiner der Teil- 
bogen A', und K 0 ein Halbkreis wird. Dann ist aber aucb A" 

Of z 

kein Kreis. 

Wir konnen also auf der symmetriscben Kurve K' einen von A 
und B verscbiedenen Punkt C so wablen, daB der \\ iukel des 
Dreiecks ABC bei C kein reckter ist. I) sei das Spiegelbild von C 
beziiglicb der Geraden A B. Scbneidet man nun die Fliicke des 
Vierecks ACB1) aus der von K' umgrenzten Fliicbe beraus, so 



bleiben vier „Moude“ librig, die in der beigegebenen Fig. 2 scliraftiert 
sind. Diese blonde denken wir uus starr aus Pappe gefertigt und 
miteinaiuler in den Ecken ACBD durcb Osen gelenkig verbunden. 
Damit ist ein iergelenk“ entstanden, das auBen krummlinig von K' 
und innen geradlinig von den Viereckseiten begrenzt ist. 

Dieses Vicrgelenk bewegen wir nun nach A* C* B* £* so, daB 
die Winkel des neuentstandenen Vierecks bei C* und B* reelite 
Winkel werden. Die symmetriscbe Kurve F*, die die ueue La tT e 
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unseres Viergelenks umscklieBt, leistet das Gewiinschte. Der Um- 
fang von A* setzt sich namlick aus vier Teilbogen zusammen, die 
den entspreckenden Bogen auf A' kongruent sind. A* bat also 
gleicben Umfang mit A" und K. Der Unterschied der Flachen- 
inhalte F' und F * von K' und A* ist, da die Monde ungeandert ge- 
blieben sind, gleicb dem Unterschied der Vierecksdacben 0 und 0* 
von ACBD und A*C*B*D*. 



Sind nun a und b die den Ecken A und B des Dreiecks ABC 
gegenuberliegenden Seiten und y der Winkel bei C, so haben wir 


0* — 0 = ab (1 — sin y) > 0 . 

Es ist also A 7 * > F‘ und somit 

F* > F, 

d. b. die Flache von A* ist tatsachlicb groBer als die von K. 


§ 2 . Die Existenzfrage. 

1st durch die vorgetragene SchluBweise Steiners, wenn wir uns 
die darin verwendeten Begriffe wie „gescklossene ebene Kurve 4< , 
„Bogenlange a und „Flacheninhalt“ genau umgrenzt denken — worauf 
wir bald zuruckkommen — wirklicb der Nachweis fiir die isoperi- 
metrische Eigenscbaft des Kreises erbracbt? Wiederholen wir, es 
wurde gezeigt: Ist K eine gescblossene ebene Kurve, aber kein Kreis, 
so kann man durch das Viergelenkverfabren dazu immer eine neue 
geschlossene ebene Kurve A* konstruieren, die gleiclien Umfang und 
grofieren Flacbeninbalt besitzt. K kann also keine Losung des iso- 
perimetrischen Problems sein. 

fFenn es also unter alien geschlossenen ebenen Kurven gegebenen 
Umfangs eine gibt, deren Flacheninhalt ^ dem Flacheninhalt jeder 
anderen ist , so kann sie nur ein Kreis sein. 

Die Voraussetzung aber, daB eine solcbe Losung unserer Auf- 
gabe wirklicb existiert, wird man zunachst als selbstverstandlich er- 
fiillt anseben. Bei tieferem Eindringen jedoch zeigt sicb, daB gerade 
in diesem Punkte eine Hauptscbwierigkeit verborgen ist. 

Vom Flacheninhalt F einer geschlossenen ebenen Kurve K von 
gegebenem Umfang L kann man leicbt einseben, daB er unter einer 
endlicben Sckranke liegen muB, z. B. kann man, wie wir bier nicbt 
naher ausftikren wollen, da wir spater (§ 5) darauf zuruckkommen, 
die Ungleicbung 


F< L 2 


l* 
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herleiten. Die Menge aller Zablen F, das ist die Menge der Flacben- 
inhalte aller Kurven mit dem Umfang A, ist also, wie man kurz sagt, 
„bescbriinkt“. Mancbe Matbematiker sagen aucb „gescbrankt“, um 
nicbt zu Kriinkungen AnlaB zu geben. Jede Zabl, die groBer ist 
als alle F y z. B. JZ, nennt man eine „Schranke“ . Die Stetigkeit der 
reellen Zahlenreibe auBert sicb, wie der Theologe B. Bolzano scbon 
1817 erkannt bat 1 , darin, daB es unter diesen Scbranken eine 
kleinste gibt, die man die obere Grenze der Menge aller Zahlen F 
nennt. 

Nebmen wir z. B. die Menge aller Zablen 

12 3 4 

Y * 3 ‘ > i y !>’•••> 

so bat diese die Eins als obere Grenze. An diesem Beispiel siebt 
man scbon, daB die obere Grenze nicbt der Menge selbst angehbren 
muB, daB es also in einer bescbriinkten nnendlicben Menge nicbt 
notwendig eine groBte Zabl gibt. 

// ir tiaben soy nit zu z eigen, daf$ es in der Menge alter Zahlen F 
eine griifite Zahl F 0 gibt , dann erst icird durch das l iergelenhverfahren 
die Maximnmtigenschaft des A reises vollig beiriesen sein. 

Die Stellungnabme Steiners zur Existenzfrage gebt aus seineu 
Scbriften nicbt klar bervor. Geiser erzablt in seiner sebr lesens- 
werten Gediicbtnisrede 2 auf Steiner, der ein etwas scbrullenbafter 
Sonderling gewesen sein muB. daB Dirichlet obne Erfolg den Ver- 
sucli gemacbt babe, Steiner von der Luckenbaftigkeit seiner ScbluB- 
weise zu uberzeugen. Immerbin bat aber Steiner mancbmal gewisse 
Bedenken gebabt, wall rend er niimlich meistens die Existenz als selbst- 
verstiindlicb ansiebt, scbreibt er an einer Stelle: . und zwar liiBt 

sicb der Beweis sebr kurz fiibren, wenn man voraussetzt, daB es 
eine groBte Figur geben musse u . 3 


Spater bat man die Scbwierigkeiten, die sich einem Existenz- 
b<‘weis entgegenstellen, fiir untiberwindlicb gebalten und erst Weier- 
strass bat in \ orlesungen, die er in den siebziger Jabren des ver- 
gangenen Jabrbunderts an der Berliner Universitat abgebalten bat, 
die allgemeinen von ibm in die- Variationsrecbnung eingeflibrten 
llilfsmittel aucb dazu verwendet, um die Maxi mum eigenscbaft des 
Kreises strong zu begrunden. 


„K« in aimljtischer Beweis, dnB zwischen jo zwei Werten, die ein ent- 
gegengesetztee Resultat gewiibren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleiehung 
lu»ge“ (S. 4111.). Wegen der Lehre von den reellen Zahlen sei etwa verwiesen 
auf: O. Holder, Die Arithinetik in strenger BegrUndnng, Leipzig 1914 . 

C. F. Geiser : Zur Erinnernng an J. Steiner, Zttrich 1874 . 

• Uesammelte Werke II, 8. 197. Anmerkung. 
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Hier soil nun der Nachweis auf dem Wege erbracht werden, 
daB wir an Stelle beliebiger geschlossener Kurven zuerst Vielecke 
ins Auge fassen und dann hinterher die krummen Linien durch 
\ ielecke annahern. Dieser Beweisgang, namlich die Vorwegnahme 
der isoperimetrischen Eigenschaften der Vielecke, ist schon dem 
altesten Werke eigenttimlick, das sich mit diesen Fragen beschaftigt, 
namlich dem Buche des Griechen Zenodor, mol iaoneoiyirocov 
rTzrjfuzTOv , das vielleicht urn 150 v. Chr. erscbienen ist. 

Es gelingt so allein mit dem Viergelenkverfahren Steiners 
ohne Variationsrechnung und ohne hohere analytische Hilfsmittel 
zu Ende zu kommen. Zum Existenzbeweis bei Vielecken genligt 
namlich der Existenzsatz von Weierstrass liber stetige Funktionen, 
den wir in unserem Sonderfall ausfuhrlich begrlinden (§ 5). Hinterher 
zeigen wir noch, wie man auch dieses Hilfsmittel entbehren und 
den Existenzbeweis fur Vielecke auf rein elementarer Grundlage 
erbringen kann (§ 6). 

§ 3. Flacheninhalt von Vielecken. 

Nehmen wir in unserer Ebene ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system an. 0 sei der Koordinatenanfang, T lf seien zwei Punkte 1 
mit den Koordinaten x 19 y x ; x 2i y 2 . Der Fliicheninhalt des Drei- 
ecks OT x T 2 sei durch die Formel definiert 

Flache {Oy, y 2 J = i. y 2 - y y x 2 ). 




Dieser Ausdruck bleibt namlich, wie man sofort nachrechnet, bei 
einer Drehung des Koordinatensystems 

{ x = x* cos cp — y* sin cp , 

y = x* sin cp + y* cos cp 

1 Unter einem „Punkt“ sei hier stets ein reeller und im Endlicken 
liegender Punkt verstanden. Die Einfiihrung unendlich ferner oder imaginiirer 
Elemente bietet bei unseren Fragestellungen keinen Vorteil. 
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*i// 2 - !/\ x % = .'V 


und in der besonderen Lage, wenn etwa J\ aut die .r-Achse lallt 
(j/ l = 0), erkennt man die geometrische Bedeutung des Ausdrucks. 
Der so erkliirte Fliicheninhalt hat positives Zeichen, wenn die Eck- 
punkte O 1\ 7 ? „ im positiven Umlaufsinn aufeinanderfolgen (Fig. 3a) 
und bei negativem Umlaufsinn negatives Zeichen (Fig. 3b). 

Nehinen wir nun endlich viele Punkte T v 7' 2 ... T n + 1 mit den 

Koordinaten x x , y 1 ; ■> - r »i + i» y» + 1 * Unter deni Fliicheninhalte 

des Vielecks mit den Ecken O J\ 'l\ ... T 7 ,, + \ verstehen wir die Summe 
der DreiecksHiichen: 

FI ache JO 7\ 7 \... T n + 1 j = Fliiche j O 'J\ 1\\ + Fliiche JO T 2 7’ 3 | + ... 

+ Fliiche JO T n T n + 1 J = ^^\r k y b + i - //;. a* + ij. 

k= 1 

Nelimen wir nun insbesondere an, T, l + i falle mit 7\ zusammen 
(./•„ + i = ./j , ?/ n + i = //J. Dann ist dieser Fliicheninhalt von der Wahl 
des Koordinatenanfangs O unabhiingig. Denn setzen wir 

i •*»-*/ + $. 

. . i = ih* + >i > 

so nnden wir 

n n 

k * !/ k +\~ !/ k +11 = ^{•*•*’.'/1 ■?i - ** + 1 } 

1 1 

+ S/A + 1 — Vk ! — ^ r r *+i — i 


d- £ J.'A + i — .Va ! — V _ \ r k + 1 — - r A i 

' 1 L 

und die beiden letzten Summen verschwinden wegen des Zusammen- 
fallens von 7’, l + 1 und 7’,. Wir wollen diesen Ausdruck daher als 
Flacheninhalt ties yeschlossenen l ielechs mit den Ecken l\ T 2 ... T n er- 
kliiren. In Zeichen: 


( 1 ) 


Fliiche JO 7\ 7 ? 2 ... r 7’ j = Fliiche ;7\ 7’ 2 ... T n 7\ 


__ i 


] K !/k + 1 — l> k + ll 


I nter eiuem J ielech ist dabei eine endliehe Anzahl // von Punkten 
7 T j, I \,.. l\ r T n + \ — i\ zu verstehen, die nicht notwendig verschieden 
zu sein brauchen, die aher in zyklischer Reihenfolge angeordnet sind. 

Fugen wir die beiden betraehteten Anderungen des Koordi- 
natensystems, die Drelmng und die Schiebung zusammen, so sehen 
wir. dab bei jeder ylcichsinniyen Anderung der Koordinaten 

(2) I - r = '* co * f f ~ !* (f + £, 

| y = .r* sin Cf -f- jy*cos <f ;; 

der Ausdruck tiir den Fliicheninhalt ungeiindert oder invariant bleibt. 
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§ 4- 


Man kann die Formeln (2) aber auch anders deuten, namlicli 
bei festgebaltenem Koordinatenkreuz als eine Bewegung 


T T T 

± \ J 2 • * * n 


m * rp * rp * 

*2 •••■*/« 


unseres Vielecks. Dann sehen wir: Zwei gleichsinnig hongruente 

• • 

Vielecke haben gleichen Flacheninhalt. Andert man etwa das Vor- 
zeicben einer Koordinate, so siebt man ebenso: Zwei gegensinnig 
hongruente Vielecke , insbesondere zwei spiegelbildliche Vielecke haben 
entgegengesetzt gleiche Flachen. 

Eine andere Folgerung aus unserer Formel fiir den Flacben- 
inbalt ware diese: Andert man den Umlaufsinn eines Vielecks , so 
andert der Fliicheninhalt sein Zeichen\ 


Flacbe \T y T 2 


T n T x j + Flache \T x T n 



wabrend eine Abanderung der Ecken, die ibre 
zykliscbe Reibenfolge aufrecbt erhiilt, obne Be- 
deutung ist: 

Flacbe \T 1 T 2 ... T n 1\ } - Flacbe \T 2 T 3 ... T x T 2 \ = 0. 

Haben zwei Vielecke eine Aufeinanderfolge 
von Ecken in verkebrter Reibenfolge gemeinsam, 
so addieren sicb ibre Flacbeninbalte, wie sicb 
aus unserer Formel (1) ergibt, in einfacber Weise. 
So ist z. B. (vgl. die Fig. 4): 



Fig. 4. 


Flacbe \T X T 2 T 3 T 4 T x \ + Flacbe j T A T 4 T 3 T S T X J = Flacbe \T X T 2 T 2 T 2 T X ). 


Diese additive Eigenschaft des Flacbeninbalts, die die ZweckmaBig- 
keit der Festsetzungen liber die Vorzeicben ins recbte Licbt riickt, 
wird beim Viergelenkverfabren eine wesentlicbe Rolle spielen. 

Wabrend der Flacheninbalt nacb unserer Erklarung positiver 
und negativer Werte fabig ist, wollen wir den Umfang eines Viel¬ 
ecks stets positiv annebmen: 

Umfang (7^ T 2 . . . T n TJ = 


worin die Seitenlangen alle positiv in Recbnung zu zieben sind. 


§ 4. Anwendung des Viergelenkverfahrens auf Vielecke. 

Wir stellen uns nun die folgende Aufgabe: Ein gleichseitiges 
Vieleck V mit vorgeschriebener gerader Eckenzahl n j ?2 = 6, 8, 10 . . .J 
und gegebenem Umfang A soil so bestimmt iverden, da/3 sein Flachen¬ 
inhalt ein Maximum wird. 



Minimumeigenschaft des Kreises. 


Fig. 5. 


Ein gleicbseitiges Vieleck soil regelmiifSig genannt werden, wenn 
seine Ecken auf einem Kreise liegen und bei einmaligem Umlaut 
des Kreises alle gerade einmal der Keihe nacli durcblauleu werden. 
Daun konnen wir mit dem scbon in § 1 angewandten ^ erfaliren 
? 2 zeigen: JVur ein r eg elm a fJiges (im positiven Sinn 

P S umlaufenes) J ielech hann die Losung unserer 

j \ Aufgabe sein. 

/ \ Die Fliicbe jedes anderen gleicliseitigen 

4 A. . X j w-Ecks konnen wir namlich bei Auirecbt- 

I \ s' ! erhaltung der Seitenliingen vergroBern mittels 

/ \ / des Viergelenkverfahrens. Neb men wir, um 

/ / ein bestimmtes Beispiel vor Augen zu baben. 

7 tr ,; . ~~°0 etwa n — 6 (Fig. 5). Denken wir uns die Ecken 

pjg 5 so nummeriert — es ist uns ja nur der Um- 

laufsinn vorgescbrieben und es stebt uns nocb 
frei, welcbe Ecke wir mit r l\ bezeicbnen wollen —, daB etwa die 
Beziebung gilt: 

Fliicbe \7\ 71, T. 3 'L\ 1\\ ^ Fliicbe \L\ T b T 6 1\ 1\\. 

Unser gleicbseitiges Secbseck J' ersetzen wir nun durcb ein 
neues V', das zur Verbindungsgeraden '1\ 1\ symmetrisch liegt. Seine 
Ecken seien f l\ T 2 T s 7\ T b wo T 6 ' und T Q ' zu T s und T 2 sym- 
metriscb liegen. (In dem besonderen Falle, daB 1\ und 1\ zu- 
sammenfallen, kann man irgendeine Gerade durcb diesen Punkt als 
Verbindungslinie anseben und zur Symmetrieacbse von V wablen.) 

Beacbtet man nun, daB bei Spiegelung und ebenso bei Ande- 
rung des Umlaufsinns sicb das Yorzeicben andert, so baben wir: 

Fliicbe \ '1\ T 2 7' n T x J\ \ = - Fliicbe \1\ = Fliicbe \'1\ TJ^T^T^ 

Aus der additiven Eigenscbaft des Flacheninhalts ergibt sicb weiter 

Fliicbe \l\ 71, 7 ? 3 7\ 7\\ + Fliicbe \7\ J\ T b ‘ T 6 ' J\\ = Fliicbe \ F'\ 

und aus der friiberen Ungleicbbeit folgt daber 


Offenbar ist aber 


Fliicbe J/'J ^ Fliicbe (P'J. 
Umfang \ V j = Umfang {/''(. 


Wir scblagen nun liber der Strecke T. den Kreis und wollen 


1 4 


etwa anuebmen, 1\ soli nicbt auf dem Halbkreis liegen, den man 
durcbliiuft, wenn man von i\ im positiven Umlaufsinn nacli I\ gebt; 
mit anderen orten, der Winkel zwiscben den gericliteten Geraden 

->- -V 

7\ 7o und 7[, T x soli koin positiver recliter Winkel sein. Daun kann 
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§_^ 

man das Yiergelenkverfahren anwenden, indem man Gelenke in 
T\ ^2 ^4 anbringt. 

Auf Grund der additiven Eigenschaft des Flacheninlialts steilt 
man dann genau auf die in § 1 besprochene Art fest, daB das 
Secbseck V *, das man aus V' durch den YiergelenkprozeB erhiilt, 

das also bei T* einen rechten Winkel zwiscken T*T* und T 0 T* 

— 1 M M *S 

besitzt, einen grofieren Flacheninhalt hat wie F\ Wir haben dann 

Flache [V j Flache \V’\ < Flache {F*J, 

Umfang \ V\ — Umfang j V'\ = Umfang [V*\, 

V kann also keine Losung unserer Maximumaufgabe sein. 

Wann laBt sich dieses Viergelenkverfahren nicht anwenden? 
Nur dann, wenn T 2 und 7' 3 auf dem Halbkreise liegen, der von 1\ 
nach T 4 im positiven Sinne lauft. Unser VergroBerungsverfabren 
kann nur dann versagen, wenn erstens die Verbindungslinie je zweier 
gegenuberliegender Ecken T^\ T 2 , 7' 5 ; 7' 3 , T 0 ) den Flacheninbalt 
halbiert und wenn iiberdies alle Ecken auf einem Kreise liegen, und 
zwar im positiven Umlaufsinn. Dann ist aber das Sechseck regel- 
maBig. Dieselbe SckluBweise gilt fiir beliebiges gerades n. 

Damit ist das behauptete Ergebnis abgeleitet. 


§ 5. Existenzbeweis fiir Vielecke. 


Um den Beweis zu Ende zu fiihren, daB das regelmaBige 7^-Eck 
die Losung der Aufgabe des § 4 ist, bedarf es nach den in § 2 
auseinandergesetzten Griinden noch eines Existenzbeweises: TJnter 
alien gleichseitigen Vielecken mit vorgeschriebener Eckenzahl n und ge- 
gebenem Umfang A gibt es eines, dessen Flacheninhalt ^ dem Flachen- 
inhalt aller anderen ist. 

Zunachst sieht man mittels einer ganz rohen Abschatzung 
leicht ein: Lie Flacheninhalte aller dieser zuldssigen n-Ecke liegen unter 


der endlichen Schranhe A 2 : 4. * 

Verlegen wir namlich eine Ecke 1\ nach O. Jede Entfemung 
OT k ist dann ^ A: 2, denn 0 und T k sind durch zwei Strecken- 
ziige verbunden, deren Summe gleich A ist, von denen also sicher 
einer ^A: 2 sein muB und um so mehr gentigt daher die gerad- 
linige Verbindung OT k dieser Ungleichheit, da in einem Dreieck 
die Summe zweier Seiten groBer ist als die dritte. Da ferner 
T k T k 1 — A\n ist, so haben wir 


Dreiecksflache \OT k + | < 


4 n 


A 2 . 
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Da anderseits 

| (P | = | Flacke {'1\T 2 ... TJ\\ | <n. Maximum | Fliiche [OT k T k+l \ | 
sein muB, so haben wir wirklicb die bebauptete Abscbatzung 

(*) & | < l A 2 , 

die sich obne Miihe nocb verscliarfen lieBe. 1 

Die beschriinkte Menge aller Flacheninlialte 0 der zuliissigen 
Vielecke hat daber eine kleinste obere Schranke oder ,,obere Grenze“ 
(p t und es bleibt zu beweisen, daB es mindestens ein zuliissiges 
Vieleck gibt, dessen Flaclieninbalt diesen V ert 0 O bat. Dazu ver- 
fahrt man so. 

Da es unter den zuliissigen Vielecken solclie gibt, deren Fliichen- 
iubalt von der oberen Greuze 4> 0 beliebig wenig abweicht, so konnen 
wir eine Folge von zuliissigen \ ielecken / 19 1 2 , / 3 , . . . konstruieren, 
deren Fliicbeninbalte , 0 2 , 0 3 , . . . sicli rait wachsender FuB- 
marke h deni Werte </> 0 unbegrenzt niihern, was man durcli die 
Formel ausdriickt 

Lim <l>, = 0 O . 

k —>■ oo 

Dabei kann man (lurch geeignete Yersekiebungen erreicken, daB alle 
diese Vielecke / 3 . . . einen Eckpunkt O gemein haben. 

Wir wollen zeigen, daB wir aus dieser "\ ieleckstolge J l9 J 2 , 
eine Teilfolge von Vielecken herausgreifen konnen, die gegen 


/ 


ein zuliissiges Vieleck mit deni Fliicheninhalt konvergieren. 

Dazu bezeicbnen wir zuniicbst die Eckeu des ?i-Ecks f k aus- 
gebend von O in der richtigen Reihenfolge mit O = T kl , T 


Die unendlicbe Punktmenge 7 12 , 


T 

k i > * k 2 * * * * Jt n * 

7’ , 7’ . . . liegt innerbalb des 

^ I & ’ 1 Z 1 oJS c 

Kreises von O mit deni Durcbinesser A y bat also sicber mindestens 
einen Hiiufuugspunkt 7’ 02 , d. h. einen Punkt, in dessen beliebiger 
Niike unendlich viele Punkte der Menge liegen, wobei 7 ? 02 der Menge 
T T T 

; io j * OO f 1 30 • • • 


1AV b VAJ ? ,,vvv * " 02 - & 

selbst angelioren kann oder auch niclit. Man kann 

1 z 7 Z Z ' *3 Z v"> 

dann aus der Vielecksfolge , /' 0 , F 3 . . . eine Teilfolge so heraus- 
beben, daB die zu dieser Teilfolge gehorigen Eckpunkte T k2 nur den 
einzigen Hiiufuugspunkt 7’ 0O haben, also, wie man sagt, nach /’ 03 
konvergieren. Icb will die so gewiiblte Teilfolge von J \, /’ 2 , / 3 . . •> 
uni die Bezeichnung niclit zu verwickelt zu gestalten, wieder mit 
l\, / 2 , / 3 bezeicbnen, indem icb aus der ursprunglicben Folge 
niclit branch bare Vielecke /’ weggeloscbt denke. Die Ecken /’ 18 , 


1 Mit | 0 | bezeichnet man bekanntlich die positive Zahl, die gleich oder 
entgegengesctzt gleieh 0 ist, je naehdem 0 > 0 oder < 0 ist. 
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7' , 7L , . . . der neuen Folge liegen wieder in dem Kreise urn 0 

Jo' OO ' 

mit dem Durchmesser A, haben also wieder.einen Haufungspunkt T t3 
und icb ricbte durcb geeignete Loscbungen die Sacbe wieder so ein, 
daB sie nur diesen Haufungspunkt baben. Wiederbolt man dieses 
Loscbungsverfabren (n — l)-mal, so erreicbt man scblieBlicb eine Viel- 
ecksfolge F lf V 2 , V 3 . . . mit der Eigenscbaft, daB jede der Punkt- 
folgen T lk , T 2k , l' 3k ... einen einzigen Haufungspunkt T 0k besitzt: 


Lim T j]; = T 0k fur k = 1, 2, 

j —oo 



Das Grenzvieleck / 0 mit den Ecken T 01 , 7 T 02 , ... T 0n leistet 
das Gewunscbte. Zunacbst folgt namlicb aus 


daB aucb 


T T — A - n 

J jk 1 jk + i yj • 11 1 


T T = An 

1 ok 1 o+i • /l 


sein muB, d. b. daB aucb V Q gleichseitig ist und den Umfang A bat. 
Jetzt mussen wir aus 


Lim <l>. = </> 0 

j °° 


nocb scblieBen, daB V 0 den Flacbeninhalt <1> Q bat. Jedenfalls 
konnen wir zu jeder (beliebig kleinen) positiven Zabl e eine natiir- 

licbe Zabl TV so finden, daB alle Entfernungen T jk T ok <€ sind fur 
It = i, 2, 3 ... n und fur alle j > TV. Wir baben nun fur den 
Flacbeninbalt von 7” 0 , den wir zunachst mit 0 O * bezeicbnen wollen, 
und flir den Flacbeninbalt 0. von V. die Formeln 

n 

<*> 0 * = 1 ! A ’o k Vo k + l ~ Vo k X 0 li + l S > 

k = 1 





Durcb Subtraktion und Zwiscbenscbaltung von zwei sich wegbebenden 
Gliedern folgt 




P { x okVo 

P OW; 


k + l 
k+l 


Vo I: X 0 k + 1) Po k Vjk + 1 «7o k X jk + 1) 

y o k x jk +i) ( x jk y jk +1 — y jk x jk +1) 


Beachtet man nun, daB 


x j I < i A i 

X 0k - X jk \ < 


ist, so findet man 



yj I < i A > 
y 0 k - y jk I < £ 


< n Ae. 
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Daraus folgt aber das gewiinschte Ergebnis 

</> o * = Lim <P. = . 

j —>- oo 

/ lt gekbrt also zu den zuliissigen Vielecken und hat den t laclien- 
inhalt <P 0 . Der beliauptete Existenzsatz ist bestiitigt. 

Der vorgetrageiie Beweis dafiir, dab aus 



r 0 = Lim r. 

j —>■ OO 

Fliiche j/ 0 j = Lim Fliiche (/'.}, 

i —>- oo 


was wir auch so sclireiben kbnueu: 


Fliiche Lim j / ( = Lim Fliiche j 7'!, 

- > * 

J —>■ OO 


J — 


stiitzt sicli nur darauf, dab der Flacheninbalt eine stetu/e Funktion 
der Eckpunktskoordinaten ist. Wir haben also an nnserem spe- 
zielleu Beispiel den bekannten Satz bestiitigt gelunden, dab bei einer 
stetigen Funktion das Limeszeichen und das Funktionszeiclien ver- 
tausclibar siud. 

Was wir bier im Ganzen bewiesen haben, ist fur unseren Sonder- 
fall der Existenzsatz von Weiekstrass liber stetige Funktionen, der 
fur Funktionen von einer Veriinderlichen so lautet: Ist eine Funk¬ 
tion auf einer Strecke mit EinschluB ihrer Endpunkte stetig, so er- 
reicht sie ihreu grbBten und kleinsten Wert. 

Nacli dem Ergebnis des § 4 und dem jetzigen ist nun folgendes 
vbllig bewiesen: 

Es sei < l> der Fliicheninhalt eines nicht regelmdfSigen gleichseitigen 
J ielecks mit gerader Seitenzahl und der Fliicheninhalt des regel- 
mapigen positiv umlaufenen J ielecks mit dem gleichen l mfang und 
derselbcn Seitenzahl , dann ist stets 

0 < </> 0 • 

Die Beschriinkung auf Vielseite mit gerader Seiten- und Ecken- 
zahl ist natlirlich ganz unwesentlich und wird spiiter beseitigt. 

In diesem Absclinitt haben wir von einem GrenzprozeB An- 
wendung gemacht und sind damit aus dem Kreis der Elementar- 
mathematik herausgetreten, um auf spiitere iilinliche Entwicklungen 
im Falle der riiumlichen Geometrie vorzubereiten. Notwendig war 
dieses Hereinziehen hbherer Hilfsmittel nicht, wie wir im niichsten 
Absclinitt zeigen wollen, wo wir dasselbe Ergebnis noeli einmal auf 
elementarem Weg lierleiten werden. 


; 
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§ o. 


6. Gleichseitige Vielecke und trigonometrische Ausdriicke. 1 


Das Ergebnis, welches fur die gleichseitigen Yielecke auf geo- 
metrischem Wege hergeleitet wurde, soil jetzt noch einmal rechnerisch 
gewonnen werden, und zwar auf vollig elementare Art, ohne Ver- 
wendung irgendeines Grenzliberganges. Dazu werden uns (endlicke) 
trigonometrische Ausdriicke dienen. das heiBt Ausdriicke von der Form 


n<p) 


c o “b c i cos f f ”b c 2 cos 2 rf 4“ 
-f* Cj* sin (f + c 2 * sin 2 cp 


.. 4- c m cos m cp 
• • + *»» sin 171 <p 


Wir wollen cp gleichentfernte Werte 


f P 


2 71 


11 


2 n 


n 


2 71 


n 


2 71 

n - 

n 


durcblaufen lassen und die zugehorigen Werte von f[cp) mit 

/ {(f) ~ Z 1 y Z 2 ’ Z 3 > * * • Z n 

bezeicbnen. Nehmen wir zunachst an, n sei ungerade und zwischen 
den natiirlichen Zahlen m und n bestehe die Beziehung 

n — 2 m 1 > 


so ist die Anzabl n der z gleich der Anzahl der Koeffizienten c. 
Schreibt man die z vor, so hat man fiir die n Unbekannten c die 
n linearen Gleichungen 





Ck COS k p ~~~ + C* 

p — 1,2,3,.../?. 


sin kp 





Wenn wir zeigen, daB die Determinante des Gleichungssystems, deren 
p -te Zeile aus den Elementen 


1 




1 2 71 

COS 1 p -, 

1 n 


cos 2 p 


2 71 
11 


i • • • 


2 71 

COS m p —— : 
1 n 


• * 2 71 0 2 71 . 2 71 

sin 1 p -, sin 2 p - .... sin m p - 

r n r n r n 

besteht, von Null verschieden ist, so ist bewiesen, daB das System 
eine und nur eine Losung in den Unbekannten c besitzt. Wir wollen 
die Determinante mit sich selbst nach Spalten multiplizieren, dann 
stellt sich heraus, daB nur in der Hauptdiagonale der Produkt- 
determinante von Null verschiedene Elemente stehen. 

Zunachst gelten namlich, wie wir zeigen wollen, die Gleichungen 


71 


( 2 ) 


^ cos kp = 0 fur k = 1,2 , ... m . 

p= i 


1 Kami ubergangen werden. 
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Man beweist dies am bequemsten mittels der Formel von L. Euler 


‘ a> = cos a) + i sin co , [i 2 = — 1 j 


Setzt man namlich 


« k 


e — e 


2 .-r 


n 


so ist 

( 3 ) 

Anderseits hat man 


n i 

e = I . 


n n 

"V? , 2 7T P 

^ COS /i -= Ul > € , 

p = l M ^ 


wenn man mit (<z 4- ip) = a den Realteil bezeicbnet 
metrische Reihe gilt aber die Summenformel 


Fur die geo- 


n 



L 


und das ist nach (3) gleicb Null. Damit ist (2) bewiesen. Ebenso 
findet sicb, wenn man den Imaginarteil unserer geometrischen Reihe 
fur sicli betracbtet 



N sin h p - 71 - — 0 ftir k = 1,2 , ... m . 

^ i 1 n 

1 >= 1 




Die Formeln (2) und (5) haben noch einen erweiterten Geltungsbereicb: 
Hire Herleitung bleibt richtig, sobald der Nenner 1 — e in (4) von 
Null verscbieden ist, sobald also k kein Vielfacbes von n ist. 

Unter den Elementen der Produktdeterminante kommen nocb 
andere Summen vor, diese kann man aber mittels der Additions- 
tbeoreme 

cos {a + fi) = cos a cos fi — sin a sin ft , 

^ ^ sin (a 4 - fi) = sin a cos ft 4 - cos a sin 


auf die Summen (2) und (5) zurUckfilkren. 
Mittels ( 6 ) ergibt sicb namlich 



2 n 


2 71 


cos kp cos l P -— 

n 1 n 


2 71 


/ A • I 2 71 

cos h j) — sin Ip — 
1 n 1 n 


• 2 71 

sin h p sin / p 


2 7T 


If 


= 41+ cos ^ + Op =4 + cos (A - Op . 

= 4 {+ sin ( a + o p 4 1 - sin (* - o /> 4 1 } * 

= ir{~ C0S(A + 0p^- + c °m* " ^ir] * 
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Daher ist nach (2) und (5) 


( 8 ) 


n 


, 2 71 J 2 71 

COS kp -COS Z P 


n 


n 


p = 1 

n 


= 0 fiir A 4 z 1 1 

== — fiir h = Z, 

o / 


P = t 


, 2 n . 7 2 7i A 

cos A v -sin Z p — = U , 

r n 1 n 


n 


/ 


• / 2 71 . 7 2 71 

sin k p — sin Ip 


p = i 






= 0 fiir A 4= G 

= ~ fiir A = Z. 
2 


Dabei durchlaufen A und Z die Zaklen 1,2, 3 ... rw . 

In der Produktdeterminante sind also tatsacklick nur die Ele- 
mente der Hauptdiagonale von Null verschieden, namlich gleich n 
oder gleich n : 2. Das Quadrat der Determinante des Gleiehungs- 
systems (1) ist demnach gleich dem Produkt dieser Elemente und dalier 
von Null verschieden. Somit existiert gerade eineLosung in dene. Unsere 
Formeln (2), (5), (8) gestatten aucli diese Losung — von der wir spater 
keinen Gebrauch machen werden — sofort kinzusekreiben. Man tindet 
namlich 


( 9 ) 


1 N 

c o - w Z* Z p ’ 

p = 1 


n 


= — ^ z n cos A p 

n p 1 


2 71 


p = 1 
n 


n ’ 


* 2 XT' • 7 2 7i 

c. = — > z sin kp — , 
k n 1 p 1 n 


p = i 


A = 1,2 , ... m . 


Der Inkalt der Formeln (1) ist eine sogenannte lineare Sub¬ 
stitution, die die c mit den z verbindet. Das Schema oder, wie man 
aucb sagt, die Matrix der Koeffizienten der Substitution siebt so aus: 


1; cos 1.1. 




1 ; cos 1.2 


1 


2 71 

ir> 

• i i 2 n 

sin 1.1. —: 

n 

cos 2.1. — , 

n 

• o i 2 m 

sin 2.1 . — : 

n 


• • 

1 2 71 

. cos m . 1 . — , 

n 

2 71 

sin m . 1 . 

n 

2 71 

n 1 

. , o 2 7T 

sin 1.2. —; 

n 

cos 2.2. 2 71 , 

71 7 

" o o 2 71 

sin 2.2. — ; 


• • 

• 

2 

. cos m . 2 . = , 

n 

• 

O 2 7T 

sin in .1 . — 

ii 

• 

2 n 
n ’ 

• 

• 

. - 2 71 

sin 1 . 7i . —: 

n 

# 

• 

O 2 7T 

COS 2.7* . — r , 

w| 

• 

• 

. Q 2 7T 

sin 2 . 71 . — : 

w 7 


• • 

2 71 

. cos m .n . — , 

n ' 

. 2 71 

Sin 771 .71 . — 

n 


ll 
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Minimumcigenschaft des Krcises. 


Die in den Formeln (2), (5), (8) entbaltenen Beziehungen zwischen 
den Koeffizienten lassen sich so in Worte lassen: Kombiniert man 
cine Spalte der Koeffizientenmatrix mit sich selber, so erh'alt man 
ein von Null verschiedenes Ergebnis (niimlick n oder n : 2) und kom¬ 
biniert man zwei verscbiedene Spalten, so erbalt man immer Null. 
Das sind im Wesentlicben die kennzeichnenden Eigenschaften einer 
sogeiiannteu orthogonalen Matrix. 

Bilden wir die Quadratsumme der r, so linden wir zulolge der 
Orthogonalitiitseigenschaften (2), (5), (8) die fur alles Folgende grund- 
legende Formel: 



Aucb diese identische Beziebung ist fur die Orthogonalitat der Sub¬ 
stitution (1) kennzeichnend, denn aus (10) kann man wieder rlickwiirts 
auf die Giiltigkeit der Orthogonalitiitsbeziehungen (2), (5), (8) schlieBen. 

Aus (10) kann man ohne weiteres eine etwas allgemeinere Formel 
berleiten, die sich auf zwei verscbiedene GrbBenreihen bezieht. 
Setzen wir 



m 

c » + 2^ { c k cos /‘I>~ + c* 

k = 1 


sin k p 



-p 


= / O + 2 K cos k P~n + sin h /’ IT 




und wenden wir auf die z p -f- X f die Formel (10) an, so erbalten 
wir durch Vergleicbung der in X linearen Glieder 

( 10 *) 

Etwas anders fallen die Formeln aus, wenn wir n als gerade 
7i = 2 ni annebmen. 



Dann setzen wir 







Trigonometrische Ausdrucke 
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So stimmt wieder die Anzahl n der z mit der Zahl der Koeffi- 
zienten c uberein. Die Gleichungen (2) und (5) gelten wie vorhin, 
aber die Formeln (8) erfahren eine kleine Anderung, es wird namlich 


71 


( 8 ') 



71 


71 


_ cos ^ P — COS It p 

v = l m m 


= m fiir h < 7/i , 

= 71 fUr It — 771 . 


An Stelle von (10*) tritt also jetzt die Formel 


( 10 ') 



Die gewonnenen Ergebnisse werden wir nun auf die Vielecke 
anzuwenden haben. 

Die Zahl n der Eckpunkte x p) y p [p = 1, 2, ... n\ sei etwa 
zunachst ungerade. Dann konnen wir, wie bewiesen wurde, die 
Koeffizienten a und b so wiihlen, da8 die Koordinaten sich in der 
Form darstellen lassen: 


771 


(ii) 


f x P = a o + 2 a * cos kp + "** sin kp 2 71 


n 


k = 1 
m 


, . 'NT' 7 , 2 71 , 7 * • 2 7t 

y r = 6 o + 2- b * cos lip ~ir + sm xp ~ir 


k = 1 


/? = 1, 2 . . . n; n = 2 m 4- 1. 

Wir wollen nun berechnen, wie sich Umfang und Flacheninhalt 
des Vielecks durch die Konstanten a und b ausdrlicken lassen. 

Bilden wir zunachst x + x — x p und formen wir uns diese Difte- 
renz etwas um, bis sie die Form annimmt wie friiher z p . Wir 
finden: 


m 


+ (cos k (p + 1) - COSA/3-} 


+ a* |sin k (p 4-1) -sin k p 


k = 1 


2 n 


n 


m 


-2M 


cos k 


2 n 


n 


— + a k 


■ T 2 71 I 7 

sm k - \ cos k p 


n 


i 


2 n 
n 


fc= l 


4 - | — a k sin k 4- a* ^cos k -l)} sin kp 2n 


n 


n 


Benutzt man nun die Formel (10), indem man die in den geschweiften 


Blaschke, Krois und Kugel. 
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Minimumeigensnhaft des Kreises. 


Klammern stehenden Ausdrlicke mit den Koeflizienten c zusammen- 
fallen liiBt, so erlnilt man: 


71 


771 


l - 2 + 1 - = 2 K 2 + «** *> ( 1 - cos k 


n ' v 
/'= l 


k = 1 


Vertauscht man die Bucbstabeu x, a mit ?/, A, so ergibt sich ebenso 

n 2 “ •' / P )2 = 2(V + V 2 ) (l - C09 A -^-) 


J> = 1 

und durcb Addition 


k = 1 


Tl 

1 ^ 


m 


(* 


M -S-J * 7* + 
/' = 1 


, - x/ + (y, + , - /// « 2 K* + "" + V + sin** £ 


k = l 


Sind alle Vieleckseiten gleicb lang, so ist dieser Ausdruck gleicb 
dem Quadrat der Yieleckseite oder, wenn A den Umfaug bedeutet, 
gleicb A 2 :n 2 . 

Wir liaben also fur den Umfaug eines gleicbseitigen (2 m -f* 1)-Ecks 


die Formel gefunden: 


( 12 ) 



Berecbuen wir jetzt den Flacbeninbalt </•>! Es ist 
2 <l> = 2'( ;r p.’/p + l ~ Up r p + ,) = r f + , — //,,) — 2 U v x ,, + i — 

)■ = l P = l 1' = 1 

Yerwenden wir fur / al — x^ den getundenen Ausdruck und iur 
,, _ ,, den analogen, den man wieder dadurcb erlnilt, daB man 

• ' p + 1 «' )> ° ‘ 

r, a durcb //, b ersetzt, so tiiulet man durcb zweimalige Yerweudung 
der Formel (10): 


(13) 



Bei einem ref/elma/Jigcn //-Eck, dessen Umkreis den Halbmesser A* 
bat, ergibt sicb fur Umfaug und Flacbeninbalt: 

A = 2 n 7i sin — , 


(j) = ji ] K J sin — cos — 


n 


fi » 
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Trigonometrisehe Ausdriicke. 


es besteht also die Beziehung: 


A 2 


4 ntg 


71 


n 


(p = o. 


Wenn wir nun beweisen konnen, daB flir jedes andere gleickseitige 
7t-Eck die Ungleichheit gilt 

A 2 - 4wtg— • O > 0, 

so ist die Minimumeigensckaft des regelmaBigen Vielecks bewiesen. 

Aus unseren Formeln (12) und (18) ergibt sich durch eine leichte 
Umformung 


(14) 


in 


A 2 — 4 n tg • <P = 2 7? 2 ^ • 


+ k. sin /< - - £,*cos A - tg - ' 2 
\ k n h n n 


+ K* sin *ir + b u cos A ^-tg 


k = 1 


7T 


71 \ 2 




w 

l 


+ (V + V 2 ) cos2 A ir (tg 2 * £ - *g 2 £) j 


Da hierin rechts lauter nicht negative Glieder steken, denn es ist 


t ah — — tg — ^ 0 flir h = 1, 2, ... m 
° n ° n — 

[n = 2 m + 1 ) 

so ist in unserer Formel (14) tatsachlich die Beziehung 


A 2 — 4 7i tg — • (p > 0 

° n — 


enthalten und es liandelt sich nur mehr darurn, aus ihr festzustellen, 
wann das Gleichheitszeichen gilt. 

Zunachst ergibt sich aus der Betrachtung des dritten Summan- 
den, daB im Falle der Gleichheit alle b k und b k flir h > 1 ver- 
schwinden miissen. Aus dem Verschwinden der beiden ersten Suin- 
manden folgt weiter, daB auch alle a k = 0, a* = 0 sind flir It > l 
und daB n l — b* = 0 und a* + b x = 0 wird. Wir finden also flir 
die Koordinaten der Eckpunkte die Darstellung: 



| x p — a o = a l C0S P 

\y P - b o = a i sin ^ 



n 


2 n 

n 


— b l sin p 


2 71 



+ b 1 COS p 


2 7X 

n 



Das w-Eck mit diesen Eckpunktskoordinaten ist aber in der Tat 
regelmaBig. 


Bisher haben wir die Eckenzahl n als ungerade n = 2wi + 1 
vorausgesetzt und es bleibt noch zu untersuchen, wie sich die For- 

raeln andern, wenn wir n gerade n = 2m annehmen. Aus (10') sieht 

2 * 
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Minimumeigenschaft des Kreises. 

man, daB man aus den Formeln (12), (13), (14) die fur geradesn 
giiltigen Formeln einfacb dadurch erlialten wird, daB man a m , a m , 

b m , b m * der Reibe nacb ersetzt durcli ]/2 a m1 0,|/2 b m , 0. Man erbalt 
auf diese Art genau so wie zuvor die Beziebung: 

A 2 - 4 n tg — . 0^0 

und erkennt, daB das Gleicbbeitszeicben nur dann ricbtig ist, wenn 
sicli die Eckpunktskoordinaten in der Form (15) scbreiben lassen, 
wenn also das Vieleck regelm'aBig ist. Damit ist das gewunscbte Er- 

gebnis erreicbt. 1 


§ 7 . 



ogenl&nge einer Kurve. 


Will man jetzt, ausgebend von der auf zwei verscbiedene Arten 
bewiesenen Maximumeigenscbaft der regelmaBigen ^ ielecke, die iso- 
perimetriscbe Eigenscbaft des Ivreises beweisen, so ist es zuniicbst 
notwendig, sicb mit den Begriffen „Bogenlange“ und „Flacbeninbalt u 
auseinanderzusetzen. Pabei sind gewisse Scbwierigkeiten zu uber- 
winden, die aber im Wesen der Sacbe liegen. Dafiir bildet das 
Studium dieser BegritYe die Quelle der Iutinitesimalrecbnung, wie 
man an den illtesten Arbeiteu von Archimedes bis zu den neuesten 
Abbandlungen von Lebesgue bestiitigen kann. 

Die im Intervall n^t^b stetigen Funktionen j(Q, y(t) geben 
eine Parameterdarstellung 

.r = x(0, y = y (t ) 

einer v stetiyen Kurve“ K mit dem Anfangspunkt A und dem End- 
punkt B. Wir werden von den Funktionen x(t), y(t) stets voraus- 
setzen, daB es kein Teilintervall a ^ x ^ ft gibt, in dem die Funk¬ 
tionen beide konstant sind; wir nebmen also an, daB niemals 
einem ganzen Intervall des Parameters t ein einziger Kurvenpunkt 
zugeordnet ist. 

Nebmen wir auf K irgendwelcbe Punkte l\ y l \, . . . /’ M _ l an, 
die den Parameterwerten ... t u _ Y in der Anordnung: 

« < t x <t 2 ... < t n _ x < b 

entsprecben! Verbinden wir die Punkte A , l\, 7’,, . . . B der 

Reibe nacb durcli geradlinige Strecken, so erbalten wir eiuen „der 


1 Die Formeln (12), (13) und (14) gelien, wenn man den Grenzubergang 
n —cc ausfiihrt, in Beziebungen liber, die A. Hcrwitz angegeben bat. Sur 
quelques applications geoinetriques des series de Fourier, Annales de l’&cole 
normale superieure (3) 19 (1902), S. 357—408. 


/kt- n*'~ l!?>*&> 





Bogenlange. 



Kurve K einbeschriebenen Streckenzug^. Die Lange eines Strecken- 
zuges, d. b. die Summe aller positiv zu nehmender Strecken A 'L \, 

1\T 2 , . . . T n _ x B sei A. 

Liegen die Ldngen A aller K einbeschriebener Streckenzuge unter 
einer endlichen Schranke, so nennt man K streckbar. Die ohere Grenze 
aller A nennt man die Bogenlange L von A. 

Diese Erklarung des Begriffs Bogenlange, die sich auf die Tat- 
sache stiitzt, dab in einem Dreieck die Summe zweier Seiten grbBer 
ist als die dritte, geht im wesentlicken auf Archimedes zuriick. In 
neuerer Zeit ist sie von G. Peano wieder aufgenommen worden. 

Nach der Erklarung des Begriffs „obere Grenze“ ist also fur 
alle Langen A 

A< l 


und es gibt zu jedem positiven e stets Werte A, die der Ungleiclikeit 


A > L — e 

geniigen. 

Schalten wir zwischen den beiden Punkten A und B auf K einen 
dritten Punkt M ein, der einem Parameterwerte t = m\a < m < 
entspricht, so besteht zwischen den Bogenlangen der beiden Teil- 
bogen, in die K durck M zersclmitten wird, und zwischen der Ge- 
samtlange in leicht verstandlicher Bezeicknung die Beziekung 

L\ = LZ + L\. 

Zunackst ergibt sich namlick aus der Definition der Bogenlange sofort 

+ Li, 

da man bei der Annaherung an K auck Streckenzuge benutzen kann, 
die in M keine Ecke kaben. Anderseits konnen wir bei beliebig 
vorgeschriebenem positivem e einen K einbeschriebenen Streckenzug / 
so bestimmen, daB fiir dessen Lange A die Ungleichlieit gilt: 

L h a - A\< 6 . 

Nehmen wir zu den Ecken von V nock die M als Ecke kinzu, so 

erkalten wir einen neuen Streckenzug von der Lange A‘a + A h m ^ A h a . 
Wir haben daker auck 

L b a - a: - A h m < e. 

Deshalb haben wir um so mekr 

Li - £? - Li < a 

fur jedes positive e. Das gibt 

L\ ^ l: + Li 
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und wegen der zuvor bewiesenen Ungleiclibeit bleibt nur melir die 
Moglicbkeit 

l h _ z m i / h 

lJ a — Ij a "T" m 

often. Damit ist diese additive Bigenschaft der Bogenlange bestiitigt. 

Eine unmittelbare Folgerung der Definition der Bogenlange ist 
die Eigenschaft der Geraden, die kurzeste zu sein: Verbindet man 
zicci Punhle A und B durc/i eine stetige und strechbare Kurve K 
die von der Verbindungsstrecke AB verschieden ist, so ist ihre Lange 

(jrofieT als diese Streche. _ 

Enthalt namlich K einen Punkt M, der niebt der Strecke AB 

angebort, so gilt fur die Lange L von K 

L ^ AM + MB 

und die reclite Seite ist nacli dem Satz fiber die Seitensumme im 
Dreieck > A B. Damit ist 

Jj > A B 

bewiesen. Fallt biugegen A auf die ganz oder zum Teil mehrfach 
uberdeckte Strecke A B, so ist der Satz selbstverstiindlich. 

Betrachten wir jetzt eine geschlosseue stetige Kurve K 

x = .r(t), //=y(0> < l = t ^b , 

r (“) = * (*'). .V («) = V M • 

Man kann die Bescbrankung von t auf das Intervall a^t^b auf- 
beben, wenn man festsetzt, daB die Funktionen x{t) y y(t) die Pe- 
riode b — a baben sollen, d. b. daB 

./• [t + b — a) = x (/), y [t + b — d) = y (t) 
sein soli fur alle Werte von t. Durcb eine lineare Substitution 

(p — P t -f q 

konnen wir erreicben, daB das Intervall a^t^b in das Inter¬ 
vall 0 ^ ff ^ 27i ubergefubrt wird. Ersetzeu wir t durcb qr, so 
erbaltcn wir zwei stetige Funktionen 

* = y=y(v) 

von der Periode 2 , 7 . Setzen wir iiberdies 

t = cos (f , ij — sin (f , 

so durcblauft der Punkt ij den Einheitskreis. Jedem Punkt dieses 
Kreises entspriebt ein bis auf Viellacbe von 2x bestiinmter Wert 
des Parameters cf und diesen Parameterwerten entspriebt eiu ein- 
ziger Punkt auf A. Wir konnen deslialb unsere Erklarung der 
stetigen gescblossenen Kurve mebr geometriscli so fassen: 




Annaherung durch Vielecke 
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Unter einer stetigen und geschlossenen Kurve versteht man das 

eindeutige und stetige Abbild eines Kreises . 

Eine solche Kurve braucht also nicht eineindeutiges Abbild 
eines Kreises zu sein, sie kann z. B. die Gestalt einer Acht baben, 
also einen Doppelpunkt besitzen — oder auch ganz auf eine (mehr- 

lach bedeckte) Gerade fallen (z. B. x = cos (p, y = 0). 

Nun baben wir zu erklaren, was unter dem Umfang einer ge¬ 
schlossenen Kurve verstanden werden soil. Dazu fassen wir unsere 
gescblossene Kurve A als Kurvenbogen auf, dessen Anfangspunkt A 
und Endpunkt B, die den Parameterwerten t = a, b entsprecken, 
zusammenfallen. Die Lange L b a dieses Kurvenbogens ist definiert 
und sie soil der Umfang L von K heiBen: 



leb bebaupte, L ist unabhangig von der Wabl des Punktes A = B 
auf A", oder in Zeicben 

jb jb+c 

±j a — a + c • 

Zerlegen wir namlick links und recbts nacb unserer Regel liber die 
Addition von Bogenlangen, so baben wir zu zeigen, daB 


oder 


7 a + c 
Jj a 



T h 

J J a + c 


B b a + c + + ° 


7 a + c jb + c 

‘ J a ~ Jj b 


ist. Diese letzte Gleicbung ist aber wegen der Periodizitat tat- 
sacblicb erflillt. 

Man kann dieser Erklarung des Umfanges nun aucb nocb eine 
andere Wendung geben: Man zeichne irgend ein K einbeschriebenes 
Vielech, d. h. ein Vielech y dessen Echen in der richtigen zyhlischen Beihen- 
folge auf K liegen. 1st die obere Grenze L der Umfdnge A alter 
dieser eiubeschriebenen Vielecke V endlich , so heifit K streckbar und 
L ist der Umfang von K. 


§ 8 . Annaherung einer Kurve durch Vielecke. 

Nebmen wir jetzt wieder einen streckbaren Kurvenbogen A 

x = x{t), y = y(0; a^t^b, 

dessen Anfangspunkt A und Endpunkt B nicbt notwendig zusammen¬ 
fallen sollen. Wir zeigen, daB die Annaherung der Bogenlange L 
von K durch die Langen A der eingescbriebenen Streckenzuge in 
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gewissem Sinne gleicbmdfiig erfolgt. Es sei namlicli V ein solcber 
eingescliriebener Streckenzug, (lessen Ecken (len Parameteiwerten 

a = t 0 < t x < t 2 ... < = b 

entsprechen. Dann gilt folgender Satz: 

Man harm zn jeder positiven Zahl t eine positive Zahl d so be - 
stimmen , */cr/? rf/e 7 /tinge A jedes eingeschriebenen Streckenzugs V von 
dei' Jj'dnqe 1* von K i/m weniger abtceicht als e 

L — A < €, 


subaid nur alle Par amet emitter sc hiede 


t 


k 


tv . _ 1 < ft : A = 1,2 ... w 


Kiirzer aber weniger scbarf ausgedriickt: I be Annaberung des 
Umfangs durcb einen eingescliriebenen Streckenzug ist beliebig genau, 
wenn nur die Ecken des Streckenzuges dicbt genug liegen. 

Man beweist das etwa so. Nacb der Erklarung von L kann 
man einen K einbescliriebenen Streckenzug / linden, dessen Lange A* 
sicli A beliebig nahert: 

L-A' < 


J\ = A f 7'/, 7’ 2 '..., 7’,,', = 77 seien die Ecken von /'. Wiiblen wir 
dann t) zuniiclist kleiner als alle Parameterunterscbiede 

(> < t k ' — tk- \\ A = 1,2... ?7i, 

so liegt „zwiscben“ zwei aufeinanderfolgenden Ecken 7Y-i, 7’ fc ' von /*' 
sicber mindestens eine Ecke T r von /*. Der Streckenzug der 
sowobl dieEckpunkte von / wie die von /'entlialt, bat eine Liinge A", 
fur die 


A 


/' 


und daber A — yi" < 


ist. Es sei nun 7 T fc ' zwiscben den Ecken 7’ r und 7’ r + i gelegen. Dann 
konuen wir wegen der Stetigkeit von A durcb geeiguete Wahl von d 
die Entfernungen l' r T k und T k 'T r + i kleiner als eine beliebig vor- 
gelegte positive Zabl /; macben. Es ist dann 


A - - A = \ | T r t; + t; i\ + , - 7 ; i\ + ,1 


Daraus folgt 


<^{7’ r 7';+ 7V7V + i!<2; 7 ro. 

^ + - ’i 1,1 • 
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Annaherung durch Vielecke. 


Wir konnen nun d so wiiblen, daB 


n < 


4 )n 


wird und dann haben wir 


L — A < £ 


erreicbt. wie wir es baben woliten. 

Betracbten wir nun insbesondere die Annaberung durcb gleich- 
seitige Streckenziige. ScblieBen wir den Anfangspunkt A von K in 
eine Kreisscbeibe vom Halbmesser o ein. die A zum Mittelpunkt bat, 
und wablen wir n so klein, daB K nicbt ganz in diese Kreisscbeibe 
bineinfallt. Den ersten Punkt von K , d. li. den Punkt, der dem 
kleinsten £-Wert entspricbt* und auf dem Rande der Kreisscbeibe 
liegt, nennen wir T v Um 2\ als Mittelpunkt bescbreiben wir neuer- 
dings eine Kreisscbeibe von deinselben Halbmesser o und nennen 
den ersten auf 1\ folgenden Punkt, der auf dem Rande dieser 
zweiten Scbeibe liegt, T 2 . So fabren wir fort und erbalten einen 
gleicbseitigen K einbescbriebenen Streckenzug von der Seitenliinge g. 
Da die Lange dieses Streckenzuges kleiner sein muB als die Liinge J 
des streckbar vorausgesetzten Bogens A’, so miissen wir nacb endlicb 
vielen Schritten zu einem Punkt T p kommen \p < L: mit der 

Eigenscbaft, daB der Teilbogen von K zwiscben T p und B in die 
Kreisscbeibe um den Mittelpunkt T p mit dem Halbmesser o zu 
liegen kommt. Verbinden wir nun die Punkte A, 'J\, 1\,... ,T p , B 
der Reibe nacb durcb geradlinige Strecken, so erbalten wir einen 
Streckenzug der K einbescbrieben ist und dessen p erste Seiten 
von der Lange o sind, wabrend die letzte ^ o ist. 

Nun wollen wir folgendes beweisen: Man Kami g so klein wdhlen, 
dafi die zu den Bckpunkten A = A n , 7\ ..., T p , T p + x = B gehorigen Para - 
meterunterschiede 4 + 1 — L- a ^ e kleiner als eine beliebig vorgeschriebene 
positive Zald 8 werden : 

4 + i — S ftir * = 0,1,2 ...p. 

Das siebt man etwa so ein: Man zeicbne einen Streckenzug V 
mit den Ecken A = T 0 ', T x \... T' m + 1 = B } so daB die zugeborigen 
Parameterunterscbiede l' k + i— ? k ' < 8:2 sind. Da wir annebmen, daB 
keinem Teilintervall a ^ t ^ ft ein einziger Punkt von K entspricht, 
so konnen wir T' so wablen, daB keine zwei aufeinanderfolgenden 
Eckpunkte 1\[ und Ti + 1 zusammenfallen. Nebmen wir dann 2 o 
kleiner an ais die kleinste Seitenlange von J r ', so liegt zwiscben 
zwei aufeinanderfolgenden Ecken T mindestens eine Ecke T und 
daber sind alle Differenzen t k+l — t k <C 8 , wie wir es baben woliten. 
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Der Streckenzug /'„ ist wegen T p Jf^o nn allgemeinen nicht 
gleichseitig. Ersetzen wir aber diese letzte Seite durcli emeu Strecken- 
zug mit 2 oder 3 Seiten von der Lange «, so erlialten wir an Stelle 
von / einen gleicliseitigen Streckeuzug / bei deni wir z. B. die 
Gesamtzahl der Seiten als gerade voraussetzen konnen. I * ist dann 
nicht inelir in dem friiheren Sinn A einbesebrieben, da die ein oder 
zwei Ecken von A zwischen T p und B im allgemeinen nicht auf K 
liegen werden. Nehmen wir ./ = B, also K geschlossen, so unter- 
scheiden sicli die FliLcheninhalte der Vielecke /» und J* urn den 
Fliicheuinhalt des Drei- oder Vierecks niit den Ecken T y , B und 
der neuen oder den neuen Ecken von / *, also nach der Abscbiitzungs- 
formel (*) von S. 10 am weniger als 4 » 2 , wabrend die Umfange ran 

weniger als 3 n verschieden sind. 

Aus dem an der Spitze dieses Paragraphen stebendeu Satzes 

konnen wir jetzt scblieBen: Ist e beliebig klein und positiv vorgeschrieben y 
so konnen wir die Seitenliinge o eines K anndhernden gleicliseitigen 
Fielecks V* mit gerader lickenzahl stets so xcdlden , da/3 zwischen den 
zuqehbriyen Urn fHuge n die I’ngleichheit gilt 

L - A * < 6 . 

Nun sind wir mit unseren Vorbereitungen, soweit sie die Bogen- 
liinge oder den Unifang betreffen, zu Ende und wir wenden uns zur 
Untersuchung des Begriffs „Fl&cheninhalt“. Dazu braueben wir nocb 
eine Vorbereitung. 


S 9. Funktionen beschrankter Schwankung. 


Die stetige Kurve A’ 


■* = *r [t\ g = y (0> a =*t^b 

sei streckbar. Welcben Bedingungen miissen dann 
x[t) und g (t) genligen? Es muB die Summe 1 


die Funktionen 


' i < 


k = 1 


I W - * (4 - OP + !.'/ (4) - y (4 - 0! > 


t’iir alle Intervnllteilungen 

" = f < A < 

besebrunkt sein. Nun ist 


/ = b 

n 


IV (V — - r (4 - OP + l.v (4) - .'/ (4 - OP | -r (t k ) ~ -r (4 - 0 |. 

— y 14 ) - .'/ (4 - 0 . • 


1 I ii«* Qimdratwurzeln sind stets post tie auszuzieben! 



§ Funktionen beschrdnkter Schwankung. 

Wir finden also: Die Funktion x(t) muB die Eigenschaft baben, 
da8 fiir alle Intervallteilungen die Summe 


k = 1 

bescbriinkt ist. Solcbe Funktionen bat zuerst L. Scheefer betracbtet 
und C. Jordan bat sie Funktionen von beschrdnkter Schwankung ge- 

nannt. 

Es gilt also der Satz: Soli eine stetige Kurve K 

x = x(t), y = y(t), a^t^b 

streckbar seia 9 so mussen die stetigen Funkttunen x{t), y (t) von be¬ 
schrdnkter Schwankung sein. 

Beacbtet man nun die Ungleicbbeit 


y{* (/*) - X ft _ + {y w - y (/,(0 - X (<*_ 01 + \y ft)-y(A--i)U 

so siebt man: Diese Bedingung ist auch hinreichend. 

W^ir wollen nun folgenden bekannten Lebrsatz beweisen. Jede 
stetige Funktion f{t) von beschrdnkter Sc/nvankung kann als Differenz 
zweier stetiger und nicht abnehmender Funktionen 

f (t) = (0 - ^ (') 


darqestellt werden. 

Es sei cc ^ t ^ $ ein beliebiges Teilintervall von a ^t^b. Wir 
teilen es in beliebig viele Teile 

< Z 0 = <! <1 ^2 • • • ^ ^/J = P 


und bilden die Summe 

21 I • 

k = 1 

Die nacb unseren Annabmen liber f endlicbe obere Grenze aller 
dieser Summen fur alle Einteilungen sei mit 


stf 

bezeicbnet. Es ist das nicbts anderes als die Bogenlange der stetigen 
Kurve 

x = f[t) y y = 0, 

die ganz auf die z-Aebse fallt, zwiscben den Punkten t = a und t = 
Nun ist 

Sa = 9 (0 

eine monoton wacbsende, stetige Funktion. Die Monotonie ergibt 
sicb i^amlich unmittelbar aus der fiir die Bogenlange bewiesenen 

additiven Eigenscbaft 
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Aus dem zu Beginn von § 8 bewiesenen 8atze ergibt sich ferner, 
dab fur h < <) die DifTerenz 

+ + h ) - /'(0 I < f 

ist. Denn der erste Posten links bedeutet eine Bogenliinge uud der 
zweite die Lange des einseitigen eingeschriebenen Streckenzuges. 
Wir liaben also 

ff (t + h) — fp (0 = + <C £ + ■ / (£ ■+* h) / (0 I * 

und wegen der Stetigkeit von /' kann die rechte Seite beliebig herab- 
gedriickt werden durch genugend kleine Wahl von //. ff (/) ist dem- 
nach tatsachlich stetig. 

Die stetige Funktion 

■MO = ¥ (0 — /*(0 

ist aber, wie man leiebt siekt, ebenfalls nicht abnehmend. Denn 
nacli der Definition von ff ist fur u < (3 

<p (ft) — r p («) = f(ft) — f ( a )! • 

Damit ist also die gewunsclite Darstellung 

m = ff (o - v w 

gefunden. 

Die Umkehrung des bewiesenen Satzes ist trivial: Fine lineare 
Kombination von monotonen Funktionen ist eine Funktion beschrankter 
Schwankung. 


§ 10. Flacheninhalt einer geschlossenen Kurve. 

Es sei A eine gescblossene stetige und streckbare Kurve 


.7- = j (0 . // = !/ (0; 


a 


x ( 7 /) = x [b), y (/i) = y (A). 


Schreiben wir der Kurve ein Vieleck ein, dessen Ecken A = 7' 0 , l\ > 
/' = B = A den Parameterwerten 


entsprechen 

gleicbbeiten 


a 


inogen. 


'« < 'l L ^ * * * < '' 


Die Parameteruuterscbiede sollen die Uh- 


befrieditren 


/ 


_ j <C d , h — 1 n • 

Wir beweisen: Der Flacheninhalt ip jedes A. eingeschriebenen I iel - 
nnterscheidet sich fur genugend kleines (V ?///i beliebig we nig von 
einer Xah l F, die icir den Flacheninhalt von A. nennen wo lien. 




§ 10. 


Flacheninhalt. 


29 


Es ist nach § 3 

20 = W 

1 

l i 

Wir behandeln jeden der beiden Posten rechter Hand fur sich. Nach 
§ 9 konnen wir die Funktion y (t), die von besclirankter Scbwankung 
ist, da A streekbar sein soil, in zwei monotone Bestandteile zerlegen 

y W = <p (9 - V (0 

und erbalten 









Von den beiden Summen rechter Hand zeigt man aber genau wie 
beim gewohnlichen Existenzbeweis fur das bestiinmte Integral 
Riemanns — w T ir kommen darauf in § 13 zurlick —, daB sie sich 
bei verfeinerter Einteilung, d. h. bei abnebmendem S bestimmten 
Grenzwerten nahern. Genau das Entsprecbende gilt fur den zvveiten 
Posten in dem obigen Ausdruck fur 2 0 und damit ist unsere Be- 
hauptung bewiesen. 

Aus dem eben Gefundenen und aus den Ergebnissen des § 8 
konnen wir schlieBen: Ist e eine beliebic/ kleine , aber positiv vor - 
qescliriebene Zahl , so konnen wir die Seitenlange q eines K anndhernden 
'gleichseitigen Vielechs V * so wahlen, da/3 fur die Flacheninhalte F und 
0* von K und F* die Ungleichheit gilt 


| F— 0*\ < 6. 

Man kann es dabei z. B. so einricbten, daB die Eckenzahl von F* 
gerade ausfallt. 

Bei unserer Definition des Flacheninhalts einer stetigen ge- 
schlossenen und streckbaren *Kurve ist wieder der Umlaufsinn der 
Kurve, namlich der Durchlaufungssinn, der wacbsenden Werten des 
Parameters t entspricht, wesentlicb. Einer Anderung des Um- 
laufsinnes entspricht der Vorzeichenwechsel des Flacheninhalts. 
Ahnlich wie beim Flacheninhalt von Vielecken (§ 3) konnen wir auch 
hier die additive Eigenschaft des Flacheninhalts bei krummliniger Be- 
grenzung feststellen: Haben zwei stetige geschlossene und streck- 
bare Kurven K x und A 2 mit den Flacheninhalten F l und F 2 einen 
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Kurvenbo^en gegensinnig gemeinsam, so ist der Flacheninha.lt F der 
Kurve K, die man durch Vereinigung von A', und A, und Loschung 
des gemeinsamen Bogens erhiilt, gleich 

f = a; + f 2 . 

Das ist eine unmittelbare Folge der entsprechenden Vieleckseigenscbaft 
(Vgl. § 3, Fig. 4. S. 7). 


§ ll. Losung der isoperimetrischen Aufgabe in der Ebene. 

Zwischen Umfang A und Flacheninlialt <I > eines regelmiiBigen 
und positiv umfahreneu //-Ecks hesteht, wie man leicht nachrechnet 
und wie in § G schon einiual benutzt wurde, die Beziekung 

A- - 4 » tg —. </J = 0 . 

Wie sicli aus § 5 ergibt und wie wir nocli einmal in § 6 gezeigt 
haben, gilt, wenigstens fur gerades n , fur jedes andere w-Eck 

A 2 - 4 w tg — . 0 > 0 . 


Jn jedem Fall baben wir also 


A 2 — 4 « tg —. 0 ^ 0 . 

n 


Nun konnen wir aus dieser Ungleichheit eine neue, schwachere 
berleiten, die aber den Vorteil bat, daB die Eckenzabl n in ibr nicbt 
mebr vorkommt. JSetzen wir in dem Faktor 



(vgl. die Fig. 6) 


ist, so ergibt sicb 


tg V > P 


4 n tg 


71 




> 4 71 


und unsere Ungleichheit gebt in die neue fiber 
(*) A 2 — 4 n 0 > 0 . 


§11. 


Ergebnis. 
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Es sei nun K eine gescblossene streckbare stetige Kurve, 
L ibr Umfang und F ibr Flacbeninbalt. Icli bebaupte: Aus der 
eben bingescbriebenen Ungleichbeit folgt, daB aucli 

X 2 — A nF ^0 

sein muB. 

Wir konnen auf die am Scblusse von § 8 bescbnebene Art ein 
K annaberndes gleicbseitiges Vieleck V* mit gerader Eckenzabl 
zeicbnen und konnten nacb dem dort bewiesenen Satze und nacb 
dem Ergebnis von § 10 die Seitenlange q von J * so klein wablen, 
daB sicb Umfang A* und Flacbe 0>* von V* gleicbzeitig urn beliebig 
wenig von L und F unterscbeiden. Ware nun 

X 2 - 4 nF< 0, 

so konnten wir V * daber so bestimmen, das aucb nocb 

A* 2 - 0* < 0 

ausfiele, im Widersprucb zu unserem Ergebnis (*) liber gleicbseitige 
Vielecke. 

Es bandelt sicb nur nocb darum festzustellen,wann iuderBeziebung 

X 2 - 4rcX^0 

das Gleicbbeitszeicben gilt. 1st A' ein positiv umlatffener Kreis, so ist 

X = 2 7r r und X=7 rr 2 , 
wenn r den Halbmesser bedeutet, also in dei Tat 

X 2 - 4nF= 0. 

Ist bingegen K eine andere stetige gescblossene und streck¬ 
bare Kurve, so kann man zu ibr durcb das in § 1 bescbriebene 
Viergelenkverfabren eine neue solcbe Kurve A finden, fur deren 
Umfang X' und Flacbeninbalt F' die Beziebungen gel ten 

X = X', F<F', 

so daB 

X 2 — \nF> X' 2 — 4 7i F' 
ausfallt. Nun baben wir gezeigt, daB 

X' 2 - 4 7T F' ^ 0 


sein muB, und daraus folgt 

X 2 — F > 0. 

Wir baben also im ganzen scblieBlich folgendes Ergebnis erzielt: 
Es sei K eine stetige , gescblossene und streckbare ebene Kurve, 
X ihr Umfang und F ihr Flaclieninhalt. Kann ist stets 

Z 2 —±nF^0 

und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann , wenn K ein positiv 
umfahrener Kreis ist. 
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_ __ - — ’ --- “■ » 

Das ist die scharfe Fassung des Satzes von der isopeiimetri- 
schen Eigenschaft des Kreises. Es.lolgt namlicb daraus sofort. 

Untcr alien zuldssigen Knrven K gleichen l‘m fangs hat der positiv 
nmfahrene Kreis den grdfittn Flachenin/ialt. 

Oder auch: 

lInter alien zuliissigen Jvurven vorgeschriebenen Elacheninhalts hat 
der Kreis den kleinsten Umfang. 

Wir haben den Satz in groBter Allgemeinheit bewiesen, da wir 
fiir die Vergleichskurven A nur so viel vorausgesetzt haben als notig 
ist, damit die Begriffe „Bogenlange“ und „Flacheninhalt“ einen 
Sinn haben. Der Gedanke des Beweises ist ini wesentlichen der 
alte von Steiner herrukrende. Nur haben wir ibn so gewendet, daB 
dabei die Existenzfrage mit erledigt wurde und liaben uns niebt davor 
gescheut, in die Gebeimnisse der Begriffe ,.Bogenlange“ und „Flachen- 
inhalt*‘ einzudringen. Freilich niuBte dabei die ursprungliche Me- 
thode so in das Prokrustesbett der Analysis hineingezwangt werden, 
daB die friihere Einfacbbeit stark gelitten bat. Was kiitte der alte 
Steiner, der kein Freund ubertriebener Hotlicbkeit war, zu einer 
solcben Bekandlung gesagt? Glinstigstenfalls biitte er Faust zitiert: 

Da wild der Geist Eucb wolil dressiert, 

In ypanisehe Stiefeln eingesedinurt, 

DaB er bedachtiger so fortan 
Hinschleiche die Gedankenbahn . . . 

Wer will was Lebendigs erkennen und besekreiben, 

Sucht erst den Geist herauszutreiben, 

Daun hat er die Teile in seiner Hand, 

Fehlt leider! nur das geistige Band. 

§ 12. Anwendungen. 

Sind vier Strecken s,, s 2 , s , 3 , gegeben, von denen jede kleiner 
ist als die Summe der drei anderen, so gibt es Yierecke, die der 
Beilie nacb diese Seitenlangen liaben. Man kann auck ein eiiiem 
Kreise einbesebriebenes Yiereck tinden, wie man auch kurz sagt 
ein „Sehnenviereck“, dessen Seitenlangen der Reihe nacb die vor- 
gesebriebenen Werte liaben und dessen Ecken auf einem Kreise 
liegen und bei einiiialigeni positiven Unilauf des Kreises in der rich- 
tigen Reilienfolge durcblaufen werden. Aus der Ahnlichkeit der 
Dreiecke (vgl. die Fig. 7) ABE und CDE i'olgt namlicli, wenn wir 

. C E = .r und D E = i/ 

setzeu: 

t : K + If) = s z : *\ y 

1/ • (s 2 + -r) = : 5 i • 


» 



§ 12 . 

Daraus ist 


Anwendungcn. 
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x 



s A 4- 5 



3 





$\ ^2 *^3 '^4 

V - V 


Man kennt also, sobald die Yiereckseiten 5 gegeben sind, in dem 
Dreieck CDF alle Seiten und kann daber dieses Dreieck und init 
ibm das Sehnenviereck konstruieren. 


.4 




Nun wollen wir beweisen: Unter alien Vierecken mit den vor- 
gegebenen Seitenlangen hat das honstruierte Sehnenviereck den gr'6/iten 
Fldcheninha.lt . 

Das ergibt sich nacb Steiner unmittelbar durch eine Art Um- 
kebrung des Viergelenkverfahrens aus der bewiesenen Maximum- 
eigenschaft des Kreises. Sei namlich A'B'C'D' ein anderes Yiereck 
mit denselben Seitenlangen, so konnen wir die vier Segmente, die 
die vier Seiten s v s v s v .s* 4 mit dem A BCD umschriebenen Kreise K 
begrenzen, kongruent und gleicbsinnig iibertragen und anbeften an 
die entsprecbenden Seiten von A' B' C' D', wo sie sich zu einer vier- 
mal geknickten Kurve K' aneinander fiigen (vgl. die Fig. 8). Nacb 
dem isoperimetrischen Satze ist der Flacheninhalt von K' kleiner 
als der von K . Da die Segmente ungeandert geblieben sind, muB 
also aucb die neue Yierecksflacbe kleiner sein als die alte, w. z. b. w. 

Man kann dies natiirlich auch direkt einseben, obne den Uin- 
weg liber die weit verwickeltere Kreiseigenscbaft, namlich z. B. auf 
folgende Art. Fur den Flacheninhalt F gilt die folgende Formel: 

F 2 = (•? - *,)(* - **)(* - -h) (* - S *) - S 1 S 2 S 3 S 4 C0S2 


in der fur 


S l 5 2 "b s 3 s 4, — 2 s 


gesetzt ist und B das arithmetische Mittel zweier gegeniiberliegender 

o 

Blaschke, Kreis und Kugel. ° 
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Au Ben win kel bedeutet. 1 Aus dieser Formel sieht man, daB F 2 fur 

& = T ’ 

d. b. fur den Fall des Sehnenvierecks ein Maximum wild. 

Nimmt man diese Maximumeigenschaft des Sehnenvierecks als 
bewiesen an, so kann man das in § 1 erklarte Viergelenkverfahren 
ein wenig verallgemeinern, indem man an Stelle der doi t verwendeten 
symmetrischen Vierecke beliebige Gelenkvierecke setzt. Man hat 
bei der Anwendung dieses allgemeineren Viergelenkverfahrens den 
Vorteil, daB man sicb das Symmetriscbmachen der geschlossenen 
lvurven erspart. Dagegen hat die besondere Methode des § 1 das 
voraus, daB die langweilige Rechnung vermieden wird, die zu der 
obigen Formel fitr F 2 fiihrt. 

Mit dem allgemeineren Viergelenkverfahren kann man sofort 
beweisen: XJtiter alien n-Kehen mit der Iieihe nach vorgeschriebenen 
Seitenlangen hann bloji das ji-I tch ein Maximum des bIdcheninhalts 
haben, (lessen Kchen der art avf einem kreisc liegen , daft sie bei einem 
positiven Umlaiif des Kreises einmal in der richtigen Aufeinanderfolge 
durclilaufen werdeii . 

DaB aber bei dieser Aufgabe tatsiicblicb ein Maximum existiert, 
beweist man durcli genau dieselben t berlegungen wie in § 5. So 
ergibt sicb auch die Existenz eines Sehnen-n-Ecks mit vorgegebenen 
Seitenlangen. 

Aus der isoperimetrischen Eigenscbaft des Kreises tolgt oline 
weiteres die Losung des folgenden, ein wenig allgemeineren Pro¬ 
blems: Zwei versebiedene Punkte A und B sind durcli eine ge- 
gebene streckbare Ivurve verbunden. Man soli eine streckbare 
Kurve A' 2 , die B mit A verbindet und gegebene Liinge bat, so be- 
stimmen, daB die gescblossene Kurve A\ -f- K 2 = K mdglicbst groBen 
FHicbeninbalt bat. 

Man tindet fur A'., einen Kreisbogen. 


§ 13. Uber den Integralbegriff. 

Wir baben in den 7 —10 die BegritYe Bogenlange und 
Flacbeninbalt ganz unabbangig voneinander bebandelt und einige 
Eigenschaften dieser sogenannten ,Jntegraliuvarianten*‘ liergeleitet. 
Man kann aber, wie jet/.t in Iviirze auseinandergesetzt werden soli, diese 

1 Wegen der llerleitung dieser Formel vgl. man etwa: G. Hkssbnbkro, 
Kbene und sphiirisehe Trigonoinetrie. Sammlung Gdsehen, Berlin u. Leipzig 
1914, S. 90. 


§ 13. 


Integralbegriff 
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Begriffe aucli unter einen Hut bringen durch eine geeignete Erwei- 
terung des Integralbegriffes von Riemann. 

Nebmen wir zwei Funktionen /' und g\ Die Funktion f(t ) 
bange von einer Veranderlicben ab und sei im Intervall a^t^b 
erklart, g {s, t ) entbalte zwei Veranderliche und sei im Dreieck 
a < 5 < s ^ t ^ b erklart. Uber diese Funktionen macben 
wir folgende Annahmen: 

I. f(t) ist stetig. 

II. g (. 9 , t) ist nicbt negativ: 

g (. 9 , t ) ^ 0. 


III. Aus t x < t 2 < t 3 soli folgen: 

9 (fv ^2) "k g [t 2» ^3) — 9 (^i> ^ 3 ^* 


IV. Fur jede Einteilung 

a = t 0 < 5 < t 2 ... c t n = b 

des Intervalls a ^ t ^ b in beliebig viele Teile soli stets 


9 it01 ^1) ~k 9 (^1 9 ^2) “k • • • “k 9 ^f n — i> O — ^ 

unter einer endlicben Scbranke £ verbleiben. 

V. <7 (.«?, <) ist stetig und verschwindet fur .9 = t. 

Unter diesen Voraussetzungen gilt der folgende Existenzsatz: 
JBildet man zu einer Intervallteilung 3 


die Summe 


a — ^0 ^ *1 ^ ^2 • * * ^ f n ~~ & 


n 


1 


worm 


l k — 1 — T k — *7; 

2 S^ 50 unterscheidet sick diese Summe um beliebig wenig von einem 
Grenzwert J y sobald nur das grofite Teilintervall von Q genugend 
klein ist: 

| £3 — J | < €, wenn | t J: — t k _ 1 | < d\ 


Der Beweis ist im wesentlicben derselbe wie beim gewobnlicben 
Integral. Deuten wir ibn kurz an! 

Wir wahlen zunacbst die Zwiscbenpunkte r k auf besondere 
Art, namlicb so, da-8 an dieser Stelle f[t) seinen kleinsten Wert 
cp(t k _ v t } .) im Teilintervall t J:l < ^ < t 1: annimmt. Die entstebende 
Summe sei mit ^3 bezeicbnet: 

S3 = — 1> *k)'9(*k — li *k) m 

1 


3 * 


NS 
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Fttgt man zu den scbon vorbandenen Teilungspunkten t noch neue 
hinzu, so nimmt, wie aus III. geschlossen werden kann 2a mcht ab. 

Die obere Grenze aller 2a fUr alle Tellim S en 3 1 st wegen I. 
und IV. endlicb; sie sei mit / bezeiehnet. Wir wollen zeigen, daB 

dieses J die verlangten Eigenschaften bat. 

Zunacbst kann man nach der Definition der oberen Grenze 

eine Teilung 3' , . 

a = r 0 ' < t x ' <t 2 ' < ... < t n , = b 

auffinden, so daB 


wird, wenn e > 0 beliebig klein vorgesclirieben ist, Sei dann 3 
eine zweite Teilung 

a = t 0 < t x < f 2 . . . < t H = b 

so eingericbtet, daB alle Teilintervalle von 3 kleiner sind als S, wo 
d>0 zunacbst kleiner als alle Teilintervalle von 3'- bestimmt 
werden moge, dann liegt boclistens cin Teilungspunkt t k ’ von 3' 
zwischen zwei aufeinander folgenden t p _ lt t v von 3 


p — i 


v 


Bilden wir nun die Zerlegung 3 + 3'. die (lie Teilungspunkte von 
3 und die von 3 cntbalt, so ist 


3 + 3 ' 


3 '? 


also aueli 

(1) J - 2s+ 8' < Y • 

Jetzt gelingt eine Abscbiitzung der Diflerenz 

2a+ 8' —2a- 

Es ist namlich 
2d + 3' ~ 2^3 

= 21'P(^-1. *U t* ) + <p (V> *,) 0 (V. t P ) - <r (tp- 1 »*?>9 ( 1 P 

Wir kbnnen aber wegen V. d so klein wiiblen, daB alle 

1 > f k )> ^.)» y(*p— 1 » *p)<Q 

ausfallen. Dann baben wir 


—1» 


^8 + 3 ' — ^3 < 3 Q n Maximum | f(t) |. 

Wir konnen also die Diflerenz, da wir /) durcli geeignete Wahl von £ 
beliebig berabdriicken kbnnen, beliebig klein macben: 


3 + 3 ' — 


3 < 


( 2 ) 
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§13. Integral!) eg riff. 

Aus I. und IV. folgt, daft wir aucb 

(3) % “ S3 < 5 

macben konnen durcli geniigend kleines <)', und aus (1), (2) und (3) 
folgt das gewiinscbte Ergebnis 

I */ — | < € . 

Fur den darait erklarten Grenzwert J gilt genau ebenso wie 
fur den besonderen Fall der Bogenlange die leicbt zu bestatigende 
additive Eigenscbaft 

Ja + Jl = Ja- ' 

Der friiber erklarte Begriff der Bogenlange ist tatsacblicb ein 
Sonderfall des eben angefubrten „Integralbegriffs“ J . Niramt man 
namlicb fur die Funktionen f und g 

f[t ) = 1 und <7 {s, t) = V(j :(0 - -r(s )) 2 + (;/ (t) - V (•'•)) 2 . 

wo .r(0, y{1) Stetige Funktionen von bescbrankter Scbwankung siud, 
so sind alle unsere Voraussetzungen I.—V. befriedigt und die jetzt 
allgemein bewiesenen Siitze geben durcb Spezialisierung die frliberen 
liber die Bogenlange. Wir wiiren systematiscber vorgegangen, wenn 
wir mit dem jetzt gewonnenen Integralbegriff begonnen batten. Docli 
bat die gewablte Anordnung vielleicbt den Vorteil leicbterer Ver- 
standlicbkeit, wabrend es abschreckend wirken rniiBte, die Forde- 
rungen L_V. an die Spitze zu stellen, als wiiren sie vom Himmel 

gefallen. 

Wie ordnet sicb der Begriff Flacheninbalt unserem Integral- 
begriff unter? Lassen wir f\t) als beliebige stetige Funktion und 
setzen wir an Stelle von g(s, £): 

<?[*> 0 = 9(0 — 9 ( s )> 

wo cp eine stetige und monotone, nicbt abnebmende Funktion be- 
deutet. Dann sind wieder unsere Bedingungen I.—V. erfullt. Man 
scbreibt in diesem Falle flir 

J b a = Um^f(T P )g[t k ^ l9 t k ) = Lira “ 9(0-i)S> 

1 1 

nacb Stieltjes klirzer 

b 

ff( t)dg{t). 

a 

Auf solcbe STiELTJES-Integrale baben wir in § 10 den Begriff 
Flacbeninbalt zurlickgeflibrt. 
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§ 14. Geschichtliches, Literatur. 

Eiue Geschichte der „Isoperimetrie“ katte im grauen Altertum 
bei der Kbnigin Dido von Karthago zu beginnen und muBte hinauf- 
ftihren bis zum Herru Gelieimrat Hermann Amandus Schwarz in Berlin. 
Soweit wollen wir unsere Ziele nicbt stecken: Zum AbschluB dieses 
ersten Teiles seien nur einige wenige Literaturangaben zusammen- 
getragen, die nicbt den geringsten Anspruch aut \ ollstandigkeit 

erheben. 

Im Altertum bat sich, wie schon erwalint, der Grieclie Zenodor 
mit der Maximumeigenschaft des Kreises befaBt. Auch Archimedes 
soil sicb damit beschaftigt haben, dock ist von seinen Untersuchungen 
nichts erhalten. Man tiiulet weitere Angaben liber diese iilteste 
Literatur in einer Note von W. Schmidt, Zur Geschichte der Iso- 
perimetrie im Altertum. Bibliotheca matkematica (8) 2 (1901). 

Zur Zeit der Ertindung der Variationsrechnung haben sich die 
dabei fiihrenden Geister mit unserem „speziellen“ isoperimetrischen 
Problem und mit naheliegonden analytischen Verallgemeinerungen 
befaBt. So zuerst Jakob Bernoulli in den Acta eruditorum im 
Mai 1697 und sein Bruder Johann. Dabei ist es zwiscken den 
beideu Brudern zu einem erbitterten und hochst unerquicklichen 
Prioritiitsstreit gekommen. Dann der berubmteste der Basler Mathe- 
matiker Leonhard Euler in seiner Beispielsammlung zur Varia¬ 
tionsrechnung: Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive 
proprietate gaudentes, sive solutio problematis isoperimetrici latissimo 
sensu accepti. Lausanne und Genf 1744. Zum Teil ubersetzt von 
P. Stackel in Ostwalds Klassikern, Leipzig 1894. SchlieBlick 
auch J. L. Lagrange 1762 (AIise. Soc. Tain*. 2). 

Allen diesen analytischen Entwickluugen gemeinsam ist das 
Fehlen der Existenzbeweise, die, wie schon kervorgehoben wurde, 
K. Wf.ierstrass zuerst durchgetuhrt hat. Man vergleiclie die Dar- 
stellung bei H. A. Schwarz, Gesammelte mathematische Abhand- 
lungen II, Berlin 1890, S. 232 ft*. None Beweise unter Verwenduug 
trigonometrischer Reihen riihren von A. Hurwitz her (vgl. S. 20). 

V ichtiger als die analytischen Beweismetlioden sind till* un- 
seren Standpunkt die besonderen geometrischen. Da haben sich 
G. Cramer (Berliner Akademie 1752), S. Lhuilier (De relatione mutua 
capacitatis et terminorum tigurarum . . ., Warsckau 1782) und be- 
sonders eingehcnd Steiner mit diesen Fra gen beschaftigt. on 

O O 

Steiners Beweismetlioden haben wir bisher das „Yiergelenkveriahren u 
benutzt. Eine zweite Methode, die ,.8ymmetrisierung a , wird uns mi 
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zweiten Teil dieses Biichleins zur isoperimetrisehen Eigenscbaft der 
Kugel fiihren. 

Steiner bat seine Metbode in drei, zum Teil umfangreichen, 
Abhandlungen veroffentlicht, die im zweiten Band seiner Gesammelten 
Werke (Berlin 1882) entbalten sind, und die nacb dem Urteil von 
Weierstrass zu den bedeutendsten Leistungen dieses frucbtbaren 
Geometers gehoren. Die erste Abbandlung luhrt den Titel: ,,Ein- 
facbe Beweise der isoperimetrisehen Hauptsiitze“ und stammt aus 
dem Jabre 1836, die beiden anderen „Uber Maximum und Minimum 
bei den Figuren in der Ebene, auf der Kugelflacbe und im Raume 
uberhaupt“ wurden 1841 von Steiner der Pariser Akademie 
vorgelegt. Das Yiergelenkverfabren tindet man in der ersten 
dieser beiden gleicbbetitelten Abhandlungen unter der Bezeichnung 
„erste Beweisart u , bes. S. 193, 194. Im Sinne Steiners ist das 
Buch von R. Sturm gesebrieben, Maxima und Minima, Leipzig u. 

Berlin 1910. 

Vervollstandigungen dieser Steiner seben Beweise sind mehr- 
facb durcbgefuhrt worden. So bat insbesondere F. Edler mittels 
der spater zu bebandelnden Symmetrisierung (S. 44) die Extremum- 
eigensebaft des regelmaBigen Vielecks vollig elemental*, ohne jeden 
unendlichen ProzeB bewiesen (Vervollstandigung der Steiner seben 
elementargeometriseben Beweise . . . Gottinger Nacbricbten 1882, 
S. 73 — 80). Neuerdings baben C. CarathEodory und E. Study zwei 
versebiedene Beweisansatze Steiners durch unendliebe Prozesse 
vervollstandigt [Matbematiscbe Annalen 68 (1909), S. 133—140: 
Zwei Beweise des Satzes, daB der Kreis unter alien Figuren gleicben 

Umfangs den groBten Inhalt bat]. 

CarathEodory wendet auf eine gescblossene Kurve unendlieb 
oft das Viergelenkverfabren an und zeigt, daB dieser ProzeB bei ge- 
eigneter Durcbfubrung in der Grenze zum Kreise fiihrt. Dabei ist 
im Gegensatz zu unserer Untersucbung die Beschrankung auf 
sogen. „konvexe“ Kurven festgebalten Die Methode Study s ist von 
H.°A. Schwarz auf die spbarisebe Geometrie ausgedebnt worden. 
Herr Study bat aucb einen Beweis gegeben, der mit dem bier er- 
brachten im wesentlicben iibereinstimmt, und nur die Anwendung 
des Satzes von Weierstrass uber die Existenz der Extreme stetiger 
Funktionen durch ein konvergentes Verfahren ersetzt. 

Die Maximumeigenscbaft des regelmaBigen Vielecks wurde 
von Weierstrass durch ein elegantes analytisclies Verfahren in 
seinen Vorlesungen hergeleitet. Man findet es wiedergegeben bei 
E. Study: Geradlinige Polygone extremen Inbalts, Arcbiv fur Matbe- 
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matik (3) 11 (1907). Man vergleicke dazu auch meme Note unter 
demselben Titel, ebendort (9) 22 (1914). Uber \ielecke Wet man 
auch in der Enzyklopadie dcr Elementarmatbematik von H. NVeber 
und J. Wellstein einen Artikel von M ebek in der ersten Auflage 
(Leipzig und Berlin 1905) des zweiten Bandes. Man selie auch die 
„eue (italienische) Ausgabe von F. Enriques, Question! riguardanti 
la geoinetria elementare, Bologna 1914. Hierin ein Artikel von 
(). Ohisini, Sulla teoria elementare degli isoperimetri, und ein Ar¬ 
tikel von Enriques, Massimi e Minimi nell’ Analisi moderna. 

E. Bernstein bat die isoperimetrisclie Eigenscliait der Kreis- 
linie auf der Kugel durcli die Betraclitung von Parallelkurven be- 
wiesen und hat das Problem der ebenen Geometrie durcli Grenz- 
ubergang von der Kugel zur Ebene gelost [Matbematiscbe Annalen 

60 (1905), S. 117]. 

Uni das Viergelenkverfabreu auf die spliariscbe Geometrie aus- 
zudehnen, kann man eine trigonometrisclie Formel von CVW. Baur 
fur die spbariscbe Vierecksflacbe benutzen, die die Verallgemeine- 
rung der entsprcchenden Formel von S. 33 ist. B a urs h ormel 
wurde in eleganter Weise von G. Hessenberg bergeleitet in der 
ScnwARZ-Festscbrift, Berlin (1914), S. 76—S3. 

Das Viergelenkverfabreu Steiners kann auch auf anderc Aut- 
gaben mit Erfolg angewendet werden. Z. B. kann man mit seiner 
Hi lie die ,.konvexe“ ebene lvurve von kleiustem Flacbeninbalt er- 
mitteln, bei der das Minimum des Abstandcs paralleler langenten 
vorgescbrieben ist [vgl. des Verfassers ..Konvexe Bereicbe gegebener 
konstanter Breite und kleinsten lnbalts**. Matbem. Annalen 76 (1915), 
507—513 und „Einige Bemerkungen liber Kurven und Flacben 
konstanter Breite‘\ Leipziger Bericlite (1915), S. 290 297]. 

Fine neue Verallgemeinerung der isoperimetriscben Eigenscbatt 
des Kreises bat H. Minkowski gefunden. Obwobl wir aut diese 
Dinge spilter zuriickkommen, sei doeb bier schon erwahut, daB sieh 
Minkowski s l Tigleicbbeit fur den „gemischten Flacheninbalt u , die 
unsere Ungleicbheit /> 2 — 4 tt F ^ 0 als Sonderiall umtaBt, elemental 
beweisen UiBt. Man kann z. B. Steiners ^ iergelenkvertabren und 
damit den ganzen bier vorgetragenen Beweis in gewissem Sinne 
dual ubertragen, wie icb gezeigt babe [„Beweise zu Satzen von 
Brunn und Minkowski fiber die Minimaleigenscbaft des Kreises**, 
Jabresbericbt der D. Matbem. Vereinigung 23 (1914), 8 . 210 — 234]. 
Dabei bildet die Grundlage ein duales Analogon der Formel von S. 33. 
Bezeicbnen namlieb s x , s tt9 s x die vier Seitenlangen eines ^ ter- 
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ecks und q>„ cf 3 , cp 4 die halben AuBenwinkel, so gilt bei 
wissen Vorzeichenfestsetzungen fur die Vierseitflache die Formel 



„ (s, + s, 4- s, + s,)-_ (s, — S' + s 3 _fJ!__ . 

* = ~ tg < p l + tg < f , + tg q > 3 + tg (jo, ctg <p, + ctg < p , + ctg <jo 3 + ctg (jo, 

Einen anderen nocli einfacheren Beweis kat G. Frobenius erbrackt: 
„tiber den gemisckten Flackeninkalt zweier Ovale a . Berliner Be- 

rickte 28 (1915), S. 387—404. 

Sekr ausfiikrlicke Literaturangaken iiber Maxima und Minima 
in der Elementargeometrie bringt der Artikel III A B 9 von 
M. Zacharias in der Enzyklopadie der matkematiscken Wissen- 

sckaften, bes. Nr. 28. 

Der Begriff „Bogenlange“ ist in der kier verwendeten Form 
von G. Peano, L. Scheefeer und C. Jordan entwickelt worden. Man 
findet diese und weitere Literaturangaben in dem Enzyklopadie- 
artikel von H. v. Mangoldt: „Anwendung der Differential- und Inte- 
gralrecknung“. Enzyklopadie der Matk. Wissensckaften. III. D. 1,2, 

g. 20 _23. Eine weitere Verfeinerung des Langenbegriffs auf Grand 

des von Lebesgue stammenden MaBbegriffs ist kurzlick von Cara- 
thEodory eingefiikrt worden: „Uber das lineare MaB von Punkt- 
mengen, eine Yerallgemeinerung des Langenbegriffs'*. Gottinger 
Nackriekten 1914. Damit kangt aufs innigste die vorhin^ (§ 13) er- 
wahnte Erweiterung des Integralbegriffs zusammen. Wegen ver- 
wandter Fragen elementarer Natur wie Ivreismessung und nakerungs- 
weise Ermittelung von Bogenlange und Flackeninkalt seke man das 
inhaltsreicke Buch von Th. Vahlen, Konstruktionen und Approxi- 
mationen, Leipzig, Teubner 1911. 

Der „Flacheninhalt“ wird sonst in anderer Weise erklart als 
kier in unmittelbarem Zusammenliang mit den Integralen vonRiEMANN 
und Lebesgoe und den entspreckenden MaBbegriffen von Jordan und 
Lebesgue. Die kier gegebene Definition kangt zusammen mit dem 
Integral von T. J. Stieltjes, Annales de Toulouse 8 (1894). Funk- 
tionen mit besckrankter Schwankung und SxiEi/TJES-Integrale fur 
Funktionen von mehreren Veriinderlicken sind von M. FrEchet an- 
gegeben worden, Nouvelles Annales de Mathematiques, (4) 10 (1910), 

§ *241_256 und Transactions of tke American mathematical society, 

16 '1915), S. 215—234. Vgl. auck J. Radon, Theorie und Amven- 
dung der’ absolut additiven Mengenfunktionen, Sitzungsberichte der 
Wiener Akademie, math.-nat. Klasse, 122 (1913), S. 1-144. Uber 
die Tkeorie der Funktionen reeller Veranderlicher kann man sick 
am besten unterrichten in dem nachstens kei B. G. Teubner er- 
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scheinenden zusammenfassenden Werke von C. CarathEodoby, Vor- 

lesuncen liber reelle Funktionen. . 

Vielleicbt darf zum SchluB nocb darauf bingewiesen werden, 

daB die Kreislinie oder Kreistiiicbe nocb Losung ist von mancb ao- 
deren Maximum- oder Minimumaufgaben. Ks seien zwei se r be- 
riihmte genannt, von denen nur die erste vollig erledig 1S * 

Ein ..einfach zusammenbangender" Bereicli, d.h. das eineindeutige 
und stetige Abbild einer Kreistiiicbe soil so aut einen anderen er- 
artigen Bereicli honfurm abgebildet werden, daB das Verzerrangs- 
verbaltnis an einer vorgescbriebenen Stelle Ems ist, und da er 
Bildbereich moglicbst kleinen Flacheninbalt bat. Das Minimum 
existiert, und der Bildbereich ist die Kreissclieibe. Uber diese Fassung 
eines auf die Dissertation von B. Riemann (Gottingen 1851) zuruck- 
gehenden Problems vgl. man L. Bieberbacii im Circolo matematico 
di Palermo, 38 (1914), S. 98 — 112 und Matkem. Ann. 77 (1916), 
g 153_172. 

Die Form einer ringsum eingespannten ebenen Membran ge- 
gebenen Flacheninhalts soli so bestimmt werden, daB der Grundton 
der schwingenden Membran moglicbst tiet austallt. Diese Frage 
ist von Lord Rayleigh aufgeworfen worden und J. Hadamard bat 
daruber Untersuchungen angestellt, Equilibre des plaques elastiques 
encastrees, Memoires pr^sentcs par divers savants a 1 Academic des 

Sciences (2) 33 (1908). 


Zweiter Teil. 

Die Minimumeigenschaft der Kugel. 


§ 15. Ein Beweisansatz Steiners. 

I. Problemstellung. 

Wir wenden uns jetzt zur Extremumeigenscbaft der Kugel unter 
„alien Korpern“ gegebenen Inhalts kleinste Obertlacbe und daber unter 
den Korpern gegebener Oberflache den groBten Rauminhalt zu be- 
sitzen. Dabei werden wir bier der Kiirze der Darstellung balber 
und obwohl das zur Anwendung kommende Verfabren weiter reicht, 1 
als Vergleichskorper der Kugel nur sogenannte „konvexe“ Korper zu- 

gelassen. 

Unseren Zwecken entsprechend definieren wir ein solches Ge- 
bilde etwas enger, als es sonst gescbeben mag, durch die folgenden 
FestsetzuDgen: Eine riiumliche l’unldmenge bildet einen konvexen Korper, 
wenn sie I. beschrankt, 2. abgeschlossen ist und 3. die Konvexitatseigen- 
schaft hat, von einer sie treffenden Geraden stels in einer einzigen 
Strecke gesclinitten zu werden, die sicb natiirlich auch auf einen 
Punkt zusammenziehen kann. 

Die dritte und wesentliche Eigenscbaft kann man aucb durch 
die gleicliwertige Forderung ersetzen, daB die Punktmenge zu zwei 
beliebigen ihrer Punkte immer auch deren Verbindungsstrecke ent- 

halten soli. 

Die Punkte in und auf einer Kugel oder einem Ellipsoid, die 
Punkte in und auf einem Wiirfel bilden einfache Beispiele kon- 
V exer Korper. Dock sei ausdriicklic/i hervorgehoben, doji wir z. B. 
auch eine Kreisscheibe , eine Strecke und schliefilich sogar auch einen 
einzigen Punkt mit unter die konvexen „Korper l ‘ rechnen werden. Korper 

von der Form eines Hornchens oder eines Ringes sind einfache Bei¬ 
spiele nicht konvexer Korper. 


1 Man vergleiche dazu § 20, I. 
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Bezeichnet man Rauminhalt und Oberflache einer Kugel mit -7 
und 0, so liiBt sich eine Entdeckung des Archimedes so in Formeln 

fassen 

, iiL r 3 o = 4 71 r 2 
■I = 3 ’ 

und daraus folgt 

O 3 - 36 7T J- = 0 . 


Zwischen Rauminhalt und Oberflache 
uns auseinanderzusetzen haben werden — 
bei jedem nicht kugelformigen konvexen 

ziehung 

O z — 36 7r «/ 2 > 0 . 


Begriffe, mit denen wir 
bei jedem anderen, d. h. 
Korper besteht die Be- 


Mit dem Beweise dieser Ungleichheit fur konvexe Korper, die der 
analytische Ausdruck fur die angefuhrten Extremumeigenschaften 
der Kugel ist, werden wir uns im zweiten Teile dieses Buchlems 

befassen. 


II. Steiners Symmetrisierung. 

Steiner hat ein Verfaliren ersonnen, es soli hier kurz die „Sym- 
metrisierung u heiBen, das ermbgliclit, zu jedem nicht kugeligen kon¬ 
vexen Korper einen neuen zu konstruieren, der gleichen Inhalt, aber 
kleinere Oberflache besitzt. Gibt es daher unter alien konvexen 
Korpern gegebenen Rauminhalts uberhaupt einen mit kleinster Ober¬ 
flache, so kann er nur eine Kugel sein: Durcli die Symmetrisierung, 
die jetzt an die Stelle des beim ebenen Problem verwendeten Yier- 
gelenkverfahrens tritt, toird unsere Aufgabe auf den blopen hxistcnz- 
beweis zur'uchf/efiihrt. 

Bevor wir die Symmetrisierung auseinandersetzen, schalten wir 
noch die ziemlich triviale Bemerkung ein: Ein honvever Korper , der 
zu jedcr beliebiqen Ebcne stets eine par allele Symmetrieebene besitzty ist 
notwendiq eine A ugel 

Zunachst hat namlich ein soldier Korper drei paarweise auf- 
einander senkrecht stehende Symmetrieebenen und da die Spiege- 
lungen an diesen drei Ebenen hintereinander ausgefi’ihrt die Spiege- 
lung an dem Schnittpunkt M der drei Ebenen ergeben, so ist M 
Mittelpunkt des Korpers. Unser erstes Ergebnis ist also: Enser 
konvexer Korper hat einen Mittelpunkt M. 

Nun kann eine beschriinkte Punktmenge nicht zwei verschiedene 
Mittelpunkte M\ und haben. Denn die Spiegelungen an diesen 
beiden Punkten ergeben zusammengesetzt die Parallelverschiebung 
urn die Strecke 2 A1 1 J/ 2 , bei der jeder Puukt unserer Menge wieder 



g n Steiners Beiveisansatz. 4C) 

in einen Punkt der Menge iibergeben muBte. Bei oftmaliger Wieder- 
holung dieser Scbiebung wandert aber jeder Punkt beliebig weit und 
das stebt im Widersprucb zu der vorausgesetzten Beschranktheit. 
Als zweites Ergebnis folgt daher: Jede Symmetrieebene eines Korpers 
geht durcb seinen Mittelpunkt M (sonst giibe es einen zweiten Mittel- 
punkt, den Spiegelpunkt von M an der Symmetrieebene) und dahei 

ist jede Ebene durcb M Symmetrieebene. 

1st nun T irgend ein Punkt unseres konvexen Korpers, so ist 

jeder von M gleichweit entfernte Punkt Q ebenfalls im Korper ent- 
balten, denn die Spiegelung an der Symmetrieebene durcb M senk- 
recht zu ~PQ fuhrt P nacb Q. Enthalt der Korper also den Punkt P, 
so enthalt er die Oberflacbe der Kugel urn M durcb P und wegen 
der Konvexitat aucb das Innere dieser Kugel. War aber P der 
von M am weitesten entfernte Punkt des Korpers (einen solchen muB 
es wegen seiner Beschranktheit und Abgescblossenheit geben), so muB 
er mit der eben konstruierten Kugel zusammenfallen. Dannt ist 

aber die Kugelgestalt des Korpers sichergestellt. 

Es sei nun 8 ein nicbt kugeliger konvexer Korper und es werde 

eine beliebige Ebene herausgewahlt, die wir uns „borizontal“ denken 
wollen, zu der 8 keine parallele Symmetrieebene besitzt. Dann be- 
steht die Symmetrisierung von ft bezuglicb dieser borizontalen Ebene 
in Folgendem. Wir denken uns 8 aus lauter dunnen vertikalen 
Stabchen zusammengesetzt. Jedes dieser Stabcben verscbieben wir 
in vertikaler Richtung so lange, bis sein Mittelpunkt in unsere Hon- 
zontalebene zu liegen kommt. Dann erfullen die verschobenen Stab¬ 
chen einen zu dieser Ebene symmetrischen Korper JR 1 , von dem wir 
zeigen werden, daB er wieder konvex ist. Geometrischer ausgedriickt: 
fVir bestimmen iff symmetrisch zu unserer Horizontalebene der art, dap 
8 und 8 von jeder Vertikalen in zwei gleichlangen Strecken geschnitten 


ivs r dcTi ^ 

Aus dem sogenannten Prinzip von B. Cavalieri ergibt sicb sofort 
die Gleichheit der Rauminbalte von 8 und 8 


J R J ft * 

Ferner "ilt wenn ^ von endlich vielen Ebenen begrenzt ist, wenn 
also 8 und daber aucb 8 ein Vielflacb ist, wie Steiner durcb 
elementargeometriscbe Uberlegungen zeigt, zwischen den entsprecben- 
den Oberflachen die Ungleicbbeit 

Os > Os • 


i Die analoge Konstruktion in der Ebene ist in Fig. 13 S. 69 dargestellt, 
die Symmetrisierung eines Vierflaehes in Fig. 9, S. 47. 
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Aus dem Bestehen dieser Ungleicliheit fur den Fall von Vieltiacken 
schlieBt Steiner auf ihre Giiltigkeit auch im allgemeinen Fall, indem 
er sich allgemeine konvexe Korper durch Vieltlache angenakert denkt. 


III. Kritik an Steiners Beweis. 


Naturlich ist, uin aus der Symmetrisierung einen vollstandigen 
Beweis fur die Minimumeigenscbaft der Kugel aufzubauen, wie wir 
scbon bervorgeboben baben, der Existenzbeweis erforderlicb, daB 
es unter alien konvexen Korpern gegebenen Rauminbalts sicber 
einen gibt, dessen OberHacbe ^ der Oberfliicbe aller ubrigen ist. 
Zu der Krkenntnis der Notwendigkeit dieses Existenzbeweises fulirt 
ganz dieselbe Betracbtung, wie wir sie im ersten Teil beim analogen 
ebenen Problem eingebend durchgefuhrt baben. Aber bei der raum- 
licben Aufgabe liegen die Dingo nocli ein wenig scblimmer als in 
der Ebene: Es ist namlicb bei Steiner die Symmetrisierung selbst 
nicbt ganz in Ordnung. 

Von den drei Eigenscbaften dieses Yerfalirens, daB namlicli /. 
aus der Ivon vex itiit von M die von M folgt, daB 2. 


und 3. 


./^ = ./j- v 

0.<r > f 


ist, ist der wesentlicbe dritte Punkt nicbt erledigt. Aus der Giiltig- 
keit dieser Uujrleicbbeit fur Vieltlaclie folgt durch Grenziibergang nur 



fur beliebige konvexe Korper und es bleibt zu beweisen, daB die 
Gleicbbeit nur danu eintritt, wenn scbon SI entgegen der Annabme 
eine horizontale Symmetrieebene bat. In diesem trivialen Ausnabme- 
falle liiuft die Symmetrisierung auf eine bloBe Parallelverscbiebung 
hinaus. 


Wenn wir also den Beweis Steiners vervollstandigen wollen, 
so ist der Weg klar vorgezeicbnet: Wir baben uns zunachst, soweit 
es fur das Folgende erforderlicb ist, mit dem Begriffe ,,konvexer 
Korper* 1 vertraut zu macben, ,,l\auminbalt“ und ^OberHacbe* 4 zu er- 
kliiren, dann die drei Eigenscbaften der Symmetrisierung streng zu 
begriinden und scblieBlicb die Existenzfrage zu erledigen. 

Man wild bier zunachst wie in der Ebene versuclien, mit dem 
gewbhnlichen Existenzsatz von Weierstrass uber stetige Fuuktionen 
auszukommen, indem man die Ungleicliheit O 3 —36 st*/"> 0 zuerst 
nur iuv \ ieltlache beweist. Es zeigt sicb jedocli, daB dies mittels 
der Symmetrisierung aus dem Grunde unmoglicb ist, weil sicb bei 


§ 16 , I- 

der Symmetrisierung eines Vielflachs ini allgemeinen die Eckenzahl 
und Seitenflachenzahl vergroBert, wahrend bei geeigneter Anwendung 
des Viergelenkverfahrens auf ein Vieleck die Eckenzahl erhalten blieb. 



Fig. 9. 

Man vergleicke die beigegebene Fig. 9, die die Symmetrisierung eines 
Vierflachs in ein Sechsflach veranscbaulicht. Aus Allem zeigt sicb, 
daB das raumliche Problem erheblich groBere Schwierigkeiten in 

sich birgt, als das ebene. 

16. Konvexe Korper und konvexe Funktionen. 

I. Konvexe Funktionen zweier Veranderlicher. 

Aus der zuvor (S. 43) gegebenen Definition des konvexen Kor- 
pers ergibt sich sofort: Der Durchschnitt zweier konvexer Korper, die 

sich treffen, ist wieder ein honvexer Korper. 

Ein Punkt eines konvexen Korpers, um den als Mittelpunkt 

sich eine kleine Kugel legen laBt, die ganz im Korper liegt, heiBt 
innerer Punkt des Korpers. Ein konvexer Korper ohne innere 
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Pirnkte liegt ganz in einer Ebene, denn enthielte dei Koipei die vier 
Kcken eines Vierflachs, so enthielte er auck dessen Inneres und 
dainit auch innere Punkte. Ein solcher konvexer Korper ohne 
innere Punkte soli auch kurz ein honvexer Bereich genannt werden. 
Beispiele fiir konvexe Bereiche sind die Kreisscheibe, die Strecke 
und der einzelne Punkt. Punkte eines konvexen Kbrpers, die nicht 
innere Punkte sind, sollen Bandpunkte heiBen; sie bilden zusammen- 
genommen die konvexe Begrenzungsfiachc des konvexen Kbrpers. 

Man beweist leicht: Ein konvexer Korper icird von einer ihn 
treffenden Ebene in einem konvexen Bereich geschnitten. Die ortho- 
gona/en Projektionen oder. wie wir mit E. Muller kiirzer sogen wollen, 
die „Normalrisse il der Bunkte eines konvexen Kbrpers anf eine Ebene 
erfiillen einen konvexen Bereich. Alle Punkte , deren Entfernung 1 von 
einem konvexen Korper St nicht groper als g ist , bilden tcieder einen 

konvexen Korper Stg, einen ,, ParaUclkorper u zu St. 

Es sei nun St irgend ein konvexer Korper. Wir nehmen eine be- 
liebige Ebene als x. y-Ebene oder, wie wir auch sagen wollen, „Grund- 

ebene“ eines rechtwinkligen Ivoordinatensystems. 

Der „GrundriB“ x, y, 0 jedes Punktes x, y, z von St ^liegt in 
einem konvexen Bereich ® der Grundebene, den wir den GrundriB 
von St nennen kbnnen. Da jede \ ertikale, d. h. jede Parallele zur 
r-Ackse St, wenn Uberhaupt, so in einer Strecke durckschneidet, so 
sehen wir, daB die r-Ivoordinate der Punkte von St zwei Ungleicli- 
heiten genugen x _ ... * 

9 (*» v) = z ^ f y> • 

Diese Funktionen sind in ® eindeutig erklart. Gilt fiir ein Werte- 
tripel x, y, z in einer der beiden Beziehungen das Gleiclikeits- 
zeichen, so entspricht ihm ein Randpunkt von $. 

Es seien nun x lf y Jt z x und x 2% y 2 , z 2 zwei Punkte von Dann 
lassen sick die Koordinaten jedes Punktes ihrer Yerbindungsstrecke 
in der Form schreiben: 

x = \ X x + z 2 .r 2 , g = g l + *2 y 2 > r = *i z \ + *3 z 2» 

wobei 

A 1 4- A 2 = 1 und ). x ^ 0, A. ^ 0 

ist. Da jeder solclie Punkt x , y, z wegen der Konvexitat von St 
wieder in ® liegen muB, so mussen die Funktionen f und g den 
Ungleichheiten genugen 

/'(A i x x 4- A 2 j* 2 , A t ?/j -j- A 2 ?/ 2 ) 3= A x / (Xj, y x ) + A a f{x 2 , y 2 ), 
g (Aj •r 1 4- A 2 X 2 , Aj y x + A 2 y 2 ) ^ Aj g (x v yf) -\- A a g (x 2i y 2 ). 

1 Vgl. S. GO. 
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Es liegt daher nahe, folgende Festsetzung zu treffen: Fine in 
einem konvexen Bereich © der x , y-Ebene defiuierte Funktion f ( x , y ) 
heifit konvex (nach oben), sobald 

f (^*1 X 1 d" ^2 ^2 » ^ k l 2/l d“ ^2 ^ 2 ) — ^1 / ( X 1 d“ ^2 / ( x 2> ^ 2 ) 

/iir alle x v y x ; x 2 , ?/ 2 ?ti © /wr alle X x + /. 2 = 1; ^ ^ 0, 

/ o ^ 0 und aufierdem f [x, y) in © wacA unten beschrdnkt ist: 

/*(.r, y)^m. 


Diese letzte Bedingung ist bei der in der fruher angegebenen 
Weise ans einem konvexen Korper ® entspringenden konvexen 
Funktion f sicber erfiillt, wegen der vorausgesetzten Beschranktheit 
von Ebenso wie f{x t y) ist die fruher eingefiihrte Funktion 

_ g (x, y) konvex (nach oben). Man konnte aucb sagen: g selbst 


ist nach unten konvex. 

Aus unserer Definition der konvexen Funktionen folgt sofort: 
y) und 

tionen , so ist auch die Funktion 


Sind f x (x, 


f (x, y) in © definierte (nach oben) konvexe Funk - 


f (*. y) = c x f x (x, y) + c 2 f 2 (x, y) 

(nach oben) konvex , sobald ^ 0 und c 2 Sr 0 ist. Anders aus- 
gedriickt: Durcb Linearkombination mit positiven Koeftizienten tritt 
man nicht beraus aus der Gesamtbeit der konvexen Funktionen. 

Insbesondere ist z. B. die Funktion 

i/>, y) - \y( x > y) 

konvex. 


II. Festlegung eines konvexen Korpers durch Ungleichheiten. 

In dem fruher erklarten Sinne der raumlichen Geometrie hat 
ein konvexer Bereich © in der Ebene z = 0 keine inneren Punkte, 
sondern nur Eandpunkte. Beschranken wir hingegen unser Augen- 
merk auf die ebene Geometrie in z = 0, so konnen wir wie der von 
inneren und von Randpunkten von © sprechen, je nachdem sich die 
Punkte in Kreisscheibchen innerhalb © einschlieBen lassen oder 
nicht. Wir wollen annehmen, unser Bereich © habe in diesem 
Sinne innere Punkte, mit anderen Worten, wir schlieBen jetzt aus, 
daB © sich auf eine bloBe Strecke zusammenziehe. Das Innere 
von ©, d. h. die Gesamtheit der inneren Punkte, sei mit © 0 be- 

zeichnet. 

In © 0 sei eine im oben erklarten Sinne (nach oben) kon¬ 
vexe Funktion f(x 9 y) erklart, und zwar sei f (x, y) ^ m. Dann 

Blasciike, Kreis und Kugel. ^ 
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erklaren wir eine raumlicke Menge von Punkten x, y , z durch die 
Bedingungen 

9J? 

und behaupten: JSimmt inan zu dteser Punktmenye alle ihre llaufungs- 
punkte hinzu , erweitert man also die Alenye zu enter abgcscfdossenen , 

so erhdlt man einen honvexen Korper 9ft. 

Zum Beweise ist zunachst die Einsicht erforderlich, daB 9ft be- 
scbrankt ist, oder, was auf dasselbe hinauslauft, daB die Funktion 
/’(x, y) auch nach oben beschriinkt ist: 

f {*, y) ^ n • 

Wir nebmen fur den Augenblick der Einfacbheit halber an, es 
sei m = 0, also f (x, y) ^ 0, was man durch eine fur unsere Uber- 
legung unwesentliche Parallelverscbiebung in der r-Ricktung immer 
herbeifiihren kann. 

Sei nun x () , ?/ 0 0 ein Punkt von und © eine Kreisscbeibe 
in it x 0 , t/ 0 als Mittelpunkt, die in © 0 enthalten ist. Den Punkt P 0 
mit den Koordinaten x 0 , y 01 z 0 = /‘(x 0 , y 0 ) verbinden wir durch 
geradlinige Strecken mit alien Punkten der Kreisscbeibe ©. Diese 
Strecken erfullen dann einen abgeschnittenen Drebkegel D, der © 
als Basis und P 0 als Spitze hat und iu 9ft entbalten ist, wie aus 
der Konvexitat von f folgt. Verliingert man *1) uber die Spitze P 0 
hinaus, so erhalt man einen zweiten Drebkegel <£>*, dessen Inneres 
von 9ft frei ist. Liige namlicb ein Punkt Q von 9ft im Innern von 
3)*, so enthielte 9ft den Kegel, der © als Basis und Q zur Spitze 

hat, und es ware infolgedessen /’(-V . ? /o^ > z o • 

Daraus aber, daB <D* von 9ft frei ist, folgt sofort die Beschrankt- 
heit von 91?. Ebenso folgt aus der Tatsacke, daB die ,,Flacke“ 
z — f (x, y) zwiscben den Kegeln T' und <!)* verlauft, die Stetiykeit 
der konvexen Funktion /’(.r, //) an der Stelle x 0 , y 0 : 

Eine in einem honvexen Bereieh definierte konvexe Funktion ist 
in jedem inneren Punkt des Bereickes stetig. 

DaB die abgeschlossene und besclminkte Punktmenge 91? auch 
die KonvexitlLtseigensckaft bat, folgt sofort aus der Konvexitiit von /'. 
Wir konnen daber feststellen: 

Es sei das Innere eines honvexen Bcreichs in z = 0 und in 
seien ztvei konvexe Funktionen f (x, if) und — y (x, y) erkl(irt y und 
ztvar sei 

f //) - o (■*■, */) ^ ° • 


| x, y in © 0 , 

\ m z ^ f (x, y) 
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Bonn 1st durch die Bedingungen 

X, y in © 0 , 


S 


g (*, y) ^ z ^ f (x, y) 


TO 


eine Menge von Punk ten x, y, z erhldrt, die, wenn man sie zu einer 
abgeschlossenen Menge erweitert, einen konvexen Kdrper S ergibt, und 
nach dem Friiheren (S. 48) isl jeder konvexe Kdrper in dieser Weise 
analytisch definierbar, sobald er sich nicbt auf eine Strecke redvziert. 

Dieser Korper S' ist namlich der Durchschnitt der beiden kon¬ 
vexen Korper TO und die durch die Bedingungen festgelegt 

werden: . 

x , y in ® 0 , ^ | x i V in > 

m £= z ^ f{x, y), \ 9 [x, y) ^ z ^ n, 

wenn die Funktionen f und g zwischen den Schranken m und n 

liegen: 

m <f{x, y) < n, m <g (r, y) < n. 

III. Konvexe Funktionen einer Veranderlichen. 

Bisher hatten wir angenommen, daB der Definitionsbereich © 
unserer konvexen Funktionen innere Punkte entbalte; es bleibt also 
noch der Fall zu betrachten, daB © eine Strecke ist, die wir uns 
etwa auf der x-Achse gelegen denken. Dann haben wir 

I y = 0> 

\ g(x)=L Z ^ f {x) 

und die B'unktionen f und - g sind in a <x <b konvex, d. b. es ist 

(1) f (*j x x + A, x 2 ) S Aj f{x x ) + A 2 f (r 2 ) 

fur A, + A 2 = 1; A; s 0, A 3 2= 0 

und es ist 1 f(x) > m. 

Setzen wir A, = 1 — &, A 2 = &, so kbnnen wir auch scbreiben: 

(2) f(tt — #)*! + &r 2 ) S (! — #) f(*i) + & 

0 ^ 1 • 

Es soli nun Folgendes bewiesen werden: In jedem inneren Punkte x 
dee Definitionsintervalls a< x <b exUtiert der (endliche) Grenzwert: 

_ . f (x + K) — f (x — h) , . 

( 3) Lun -- t (*)■ 

h 0 

Das kann man etwa so einsehen: Die Funktion 

, „ f{x + h)-f(x) 

(4) . <P ( x > h ) = h 

4 * 


S' 
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ist bei festgehaltenem x eine monoton abnehmende oder wenigstens 
nicht zunebmende Funktion von A. Es ist namlich fur 0 <C if < 1 

(1 - V)f(x) + »f{x + h) - fix +Oh) 

(D) rp (x, It) — rp (x, if h) = --^ /, 


und der Ziihler ist nach (2) nicht positiv. 

Wegen der Monotonie von rp (x, A) existieren bekanntlich die 

Grenzwerte rp (x, + t)), die sogenannten rechtsseitigen und links- 

seitigen Ableitungen von /’. Daraus folgt aber die bebauptete 

Existenz von 

_ g> (g, + Q) + y («. - °> . 


Ist f[x) im gewohnlichen Sinne differenzierbar, d. b. ist 

rp (x, + 0 ; = rp (x, — 0 ) = f' (x), 

so ist also 

r w = r w 

und wir konnen daher /’*(x) als verallgemeinerte Ableitung der kon- 
vexen Funktion /’(x) bezeichnen. In der Existenz der linksseitigen 
und rechtsseitigen Ableitung ist aucb die Stetigkeit von / mit ent- 
balten. 

Aus der Monotonie von rp ergibt sich fur h > 0 


(7) rp (x, - A) ^ rp (x, — 0) ^ f ’* (x) ^ 9 (x, + 0)-^ (x, + h) 

oder, wenn man fur rp seinen Wert einsetzt 



fix) - f ix - h) 
h 




f (x ■+■ A) — /'(X) 


beides wieder fur A > 0. Wecbselt man die Bezeicbnung, indem 
man einmal fur x — h und x und das andere Mai fur x und x + A 
einfuhrt x x und x 2 , so erbiilt man 





r w 


t'iir Xj < x 2 , d. h. f*(x) ist aucb monoton: 

Ist f(x) eine im Intervall a < x < b definiertc konvexe Funktion , 
so existiert in jedem inneren Punkte x ties lntervalls die verallgemei - 
//crte Ableitung 



Lim 

n — >- 0 


/* (x_+ A) — fAx 
*2 A 



t 


M/*r/ diese ist eine nicht zunebmende Funktion . 
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IV. Stiitzgeraden, Stiitzebenen. 

Aus den Beziehungen ( 8 ) ergibt sicli 
(10) f (x + h) ^ f {x) + h f* [x) 

fur h i= 0, d. h. geometriscli: Die Kurve l = /*(|) liegt ganz „unter- 
kalb“ der Geraden J = f (ar) + (| — x) f* (a:). Daraus scklieBen wir: 
Bareli jeden Randpunlit 1 eines konvexen Bereichs geht mindestens eine 
Gerade in der Ebene des Bereichs hindurch , die den Bereich ganz avf 
einer Seite lapl. 

Hat namlich der Bereich keine inneren Punkte, so ist diese Tatsache 
selbstverstandlich, und 
sonst brauchen wir nur 
die gerichtete Verbin- 
dungsgerade eines inne¬ 
ren Punktes mit dem zu 
untersuchenden Rand- 
punkt als positive z-Rick- 
tung zu nehmen und er- 
halten dann unseren 
Satz durch die eben an- 
gefiihrte Form el (10) be- 
statigt. Nach H. Min¬ 
kowski nennt man eine 
solche durch mindestens 
einen Punkt des Be¬ 
reichs hindurchgekende 
und in seiner Ebene 
liegende (ierade, die, 
wie wir kurz sagen 
konnen, den Bereich 
nicht zerschneidet, eine 
Stutzgerade des Be¬ 
reichs. ' Fi g- 10 - 

Wir wollen nun 

iihnlich fur die raumliche Geometrie beweisen: Burch jeden Band - 
punkt R eines konvexen Korpers ® geht mindestens eine Stutzebene , 
d. h. eine Ebene , auf deren einer Seite der Korper gelegen ist. 

Wir legen zum Beweise durch R irgend eine Ebene (?, die ® in 
dem konvexen Bereich 93 durchschneiden moge (Fig. 10). Durch R 

1 ,,Randpunkt“ im Sinn der ebenen Geometrie, vgl. S. 49 unten. 
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geht dann eine Stiitzgerade h an 93 in C, die wir zur z-Achse wahlem 
Wir suchen den GrundriB © von SI' auf r = 0; der GrundriB von R 
sei R', die Sehnittlinie von © mit z = 0 sei e. Da in © die erne 
Seite der Stutzgeraden 5 von 93 und dalier von St irei ist, ist aucb 
der eine der beiden Halbstrablen von e, die in R enden von © 

1'rei und daher ist R' Randpunkt von ©. Demnach gebt durch R 
eine Stiitzgerade § von ©. Da nun die eine Seite von 8 in r - 0 
von © frei ist, so ist aucb die eine Seite der Rbene © duicb R 
und § von St frei, d. li. © ist eine Stiitzebene durcb R, w. z. b. w. 

V. Konvexe Hiille einer Punktmenge. Konvexe Yielflache. 

Es sei 9ft eine bescbriinkte und abgescblossene Punktmenge 
in unserem Raume. Dann gibt es sicher konvexe Punktmengen, die 
9ft entballen, z. B. eine genugend groBe Kugel um 9ft. Vnter alien 
diesen konvexen Kdrpern uber 93 i gibt es aber einen hleinsten St, d. h. 
einen Kiirper, der in alien anderen konvexen Kdrpern uber 9ft ent- 
halien ist. Wir wollen SI die konvexe hiille von 931 nennen. 

Um das einzuselien, betracbten wir zunachst dieEbenen, die93c mcbt 
treffen und nicbt in zwei getrennte Teile zerlegen. Wir wollen solcbe 
Ebenen ..Schranken" von 93i nennen. Dann bebaupten wir: St besteht 
a us alien Runhten, durch die heine Schranke von 93 1 liindurchgeht. 

Alle diese Punkte bilden niimlich offenbar eine abgescblossene 
und bescbriinkte Menge. Gebbren ibr ferner die Punkte F und Q 
an, so kann durch keinen Puukt der Verbindungsstrecke FQ eine 
Scbranke geben, deun sonst ware ja die Parallelebene dazu ent- 
weder durcb F oder durcli Q, ebenfalls Schranke. Damit sind an 
St die drei Eigenschaften des konvexen Korpers erkannt. 

Hilfssatz: Durch jeden Funkt A, der nicht im konvexefi Kiirper S' 
Hegt, geht eine Schranke von St*. Wegen der Abgescklossenlieit von S* 
gibt es niimlich eine kiirzeste Verbindungsstrecke AB von A mit St*: 
die Ebene durch A seukrecbt dazu ist Schranke. Entbielte sie n&m- 
licb einen Puukt C von St*, so liige die Strecke B V in St* und der 
FuBpunkt des Dotes von A auf diese Strecke liige uiilier an A als B 
entgegen der Voraussetzung. 

Ist nun irgend ein konvexer Korper uber W, so geht also 

durch jeden nicht in SI* liegenden Punkt A eine Schranke von 8% 

% 

» Man konntc vermuten, daB fur konvexe Funktioneu von 2 Ver&nder- 
lichen in Analogic zu (10) eine Fennel gilt 

f (.r + //, y + k) < f (a*, »/) + h f* (x, y) + A* f* (x, y\ 
doeli ist das, wie man an Bcisjdclen sehen kann, im Allgemeinen nicht richtig. 
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die naturlich auch Schranke von ist. A liegt daher nicht in ft 
und daher ist ft in ft* enthalten, wie wir zeigen wollten. SchlieB- 

lich liegt in ft. 

Nebenbei erwahnt, kann man den kleinsten konvexen Korper ft 
uber einer Menge 3CK auch einfach mechanisch deuten. Belegt man 
namlich mit positiver Masse, so liegt der Schwerpunkt der Massen- 
belegung immer in ft. L mgekehrt kann man die (nicht negative) 
Belegung so einrichten, daB der Schwerpunkt in einen beliebig vor- 
geschriebenen Punkt von ft zu liegen kommt. 

Besteht 9J l aus endlich vielen nicht in einer Ebene gelegenen 
Punkten, so nennt man die zugehorige konvexe Hlille ft von 
DJt, die dann auch innere Punkte enthalt, ein konvexes Vielfiach. 
Liegen hingegen die Punkte von 93£ alle in einer Ebene, so wird ft 

eine konvexe / ielecksfdc/ie. 

Die Begrenzung eines konvexen Vielflachs wird durch endlich 
viele konvexe Yielecksflachen gebildet. Beispiele fur konvexe Viel- 
tlache sind die fiinf regelmiiBigen Korper des Plato: das regelmaBige 
Vierfiach, der Wiirfel und das regelmaBige Achtflach, schlieBlich die 
regelmiiBigen Zwolf- und Zwanzigfiache. 

VI. Die Stutzfunktion. 

Zu. jeder Ebene (jibt es an einen konvexen Korper ft mit inneren 
Punkten q evade zwei verschiedene par allele Stutzebenen an ft. Denken 
wir uns namlich etwa die Ebene wagerecht, so gibt es wegen der 
vorausgesetzten Abgeschlossenheit und Beschranktheit einen hochsten 
und einen tiefsten Punkt von ft und die wagrechten Ebenen durch 
diese zwei Punkte sind die gesuchten Stutzebenen. Mehr als zwei 
parallele Stutzebenen sind aber unmoglich, wie sich ohne Weiteres 
aus ihrer Erklarung ergibt. 

Errichten wir zu jeder Stiitzebene von ft nach auBen hin, also 
nach der Seite, die von ft frei ist, die gerichtete Senkrechte und 
nennen wir ihre Richtungskosinus a, ft, y und die Entfernung der 
Stiitzebene vom Koordinatenanfang, den wir uns etwa im Innern 
von $ gelegen denken, //(> 0), so ist 

//= II{a, ft, y) 

eine eindeutige Funktion auf der Kugel a 2 + ft 2 + y 2 = L Man 
nennt sie nach Minkowski die Stutzebenen funktion oder Stutzfunktion 
von ft'. Die Punkte x. ?/, z von ft geniigen den Ungleichheiten 

(*) ux + fty + yz^. IT(a, ft, •/}. 
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Da nach unserem Hilfsatz (S. 54) (lurch jedeu Punkt auBerhalb von ft 
cine Schranke 

ce 0 r + ■ > 0 y + y 0 z = "o > 11 ^ fio > >'o) 

hindurchgeht, so ist das Bestehen aller Ungleichheiten (*) fur alle 
Werte von a, (3, y (« 2 + /* 2 + /“'= I) Air die Puukte .r, >/, z von ft 

kennzeichnend. 

§ 17. Rauminhalt und Oberflache. 

I. Rauminhalt und Oberflache bei Vielflachen. 

Wir denken uns die Begrifle ,,Bauminhalt‘* und ,,Oberflache 4 
fiir die konvexen "N ielflache in der ublicheu V eise eiklait als ab¬ 
solute GroBen, d. h. stets mit dem positiven Vorzeichen versehen, 
und wir wollen daraus die Erklarung der entsprechenden Begrifle 

fur beliebige konvexe Korper herleiten. 

Es sei <8 ein konvexes Vielflach, 9*3 ein zweites, das 33 enth'alt, 
aber auch uoeh Punkte, die niclit in 93 liegen, was wir durch die 
Sclireibweise 93 < 3£ andeuten. Kernel* sei mit /. 33 das Vielflach 
bezeichnet, das man erhalt, wenn man die Ivoordinaten aller Punkte 
von 93 im Verhaltnis 1 : l (?. >0) abandert. Vom Inhalt J und von 
der Oberflache O von Vielflachen setzen wir dann folgende Eigen- 
schaften als bekanut voraus: 

1. Aus 3$ < 9B folgt < Ji b und 0 3 < O©. 

2. Es ist '/xk = */$ und Ox% = ). 2 0$. 

3. Ein Vielflach 93 sei durch eine Ebene, die 93 in einem konvexen 
Bereich vom Flacbeninhalt F trifft, in zwei Teilvielflaclie 93j 
und 93 0 zerschnitten. Dann driickt sicli die additive Eigen- 
sc-haft“ von J und O in folgenden Beziebungen aus 

J %, H- J — J #, 0*. + 0%, — 0% -p 2 F . 

II. Annaherung durch Vielflache. 

Urn nun die Begrifle auf beliebige konvexe Korper ausdebnen 
zu konnen, braucben wir einen Satz von Minkowski liber die An¬ 
naherung beliebiger konvexer Korper durch konvexe Vielflache. Dieser 
Satz liibt sicli so aussprechen: 

Es sei St' ein beliebiger konvexer Korper und der hoordmaten- 
nnfangspunkt sei ein innerer Punkt 1 von M. Dann kann mail zu jedem 

1 Hat Si keiuon iiineren Punkt, so ist J# = 0 und = doppelter Fliichen- 
inlialt von .St. (Vgl. S. 50.) 
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noch so kleinen positiven e ein k onvexes / ielfiach 58 so bestimmeii, da/I 

® < 33 < S(1 + 

ist. 

Das beweist man etwa so. Wir uberdecken den Raum mit 
einem Punktgitter von der Seitenliinge <7. d. li. wir betracbten alle 
Puukte, deren Koordinaten die Form liaben 


.r — p ( 7 , y = q (> , z — r <7) 

wo p, <7 und r ganze Zalilen sind. Dadurch wird der Raum in lauter 
Wiirfel von der Seitenliinge o- zerspalten und von diesen (abgescblos- 
senen) Wiirfeln fassen wir alle die ins Auge, die mit $ mindestens 
einen Puukt gemein baben. Sie 
bilden zusammen eine abge- 
scblossene Punktmenge liber 
der wir die konvexe Hiille 58 
konstruieren. (In der Fig. 11 
ist die entsprecbende Konstruk- 
tion in der Ebene veran- 
scbaulicbt). 58 ist ein Viel- 
fiacli, denn 58 ist aucb kleinster 
konvexer Korper liber den (end- 
licb vielen) Ecken aller Wiirfel 
(Gitterpunkte) von 9K. ® liegt 

in 58 und anderseits ist kein 
Punkt von 9)t um mebr als die 
Wlirfeldiagonale a ]/ 8 von $ ent- 
fernt. Anders ausgedriickt: und daber aucb 58 liegen im kon- 

vexen Parallelkorper jp = rr |/ 3} zu ® (vgl. S. 48). Das gibt fur 
die zugeborigen Stiitzfunktionen die Beziebung 

(*) 74 < H* = 74 + (7 y 3 . 



Es sei nun p der Halbmesser einer Kugel um den Koordinaten- 
anfang innerbalb also 


0 < o < 74. 

Dann ist _ 

«• Y 3 <--- -a* 

und daber 

H Sl < //* < tf*(l+ —p-)- 

Da uns die Wabl von g offen stebt, ist darin scbon das gewiinscbte 
Ergebnis entbalten. 
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Mi nimume ige use ha ft der hug el. 


Da die Stutzfunktion Jf B eines VielHacbs 33 offenbar stetig ist, 
sehen wir aus (*), daB wir die Stutzfunktion eines beliebigen kon- 
vexen Ivorpers St gleicbmiiBig durcb stetige Funktionen annabern 
konnen. Daraus folgt: 

Die Stutzfunktion 11 [a, ft, y) eines beliebigen honvexen Kdrpers ist 
auf der ganzen Kinheitskugel a 2 -f- ft“ + y~ = 1 stetig. 

Den Anniiberungssatz Minkowskis kann man aucb so wenden: 
Alan kann einen beliebigen honvexen harper St mit dern hoordinaten - 
an fang als inner en Punkt stets beliebig eng zwischen dhnlich liegende 
konvexe Vieljiache e ins cl die fen 

* 8(1 - 0 < * < ® . 

33 konstruiere man wie vorbin. Dann stimmt die b ormel, wenn 
man nimmt 

u yY 

i =-• 

o 

III. Erklarung von Rauminhalt und Oberflache bei beliebigen kon- 

vexen Korpern. 

Es sei Si ein beliebiger konvexer Korper mit inneren Punkten, 
ferner 33 ein Yielflacb um St J33 > Sij und 3® ein Vieltlacb in ST 
{<£$ < sij. Dann gilt nacb 1. fur Inbalt und ObertUicbe von 3> > 

> */«ai ? On > Ow, 

und wir konnen daber fur Inbalt und OberHiicbe von SI die Be- 
dingungen ansetzen 

dn > -/ft > » 

On > On > . 

Dadurcb sind aber die MaBzablen , 0 $, wenn diese Ungleicbbeiten 
fur alle ST enthaltenden Vieldacbe 3> und alle in ST entbaltenen 3B 
gelten sollen, wie wir zeigen wollen, eindeutig bestimmt 

Das ergibt sicb aus der Eigenscbaft 2. und dem bewiesenen 
Anniiberungssatz. Wir braucben namlicb nur zu zeigen, daB sicb 
zu jedem positiven li zwei Vieltlacbe 33, 333 so bestimmen lassen, daB 

3> > ST > 313 

und 

<l'n — d ^ d , On — O y$ < d 

ausfallt. Nacb unserem Annalierungssatze konnen wir 

= (1 - «)» 


§17, IV. 
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wahlen und wir haben dann nack 2 . 

= j-j.-—— — lj , 

— Ojb = _ £ y — 1 J • 

ScklieBen wir ST und damit 23 in einen Wurfel von der Seitenlange 5 
ein, so finden wir demnach 

“ ' /s3 < {(i 7 = 1 ? - *} 

0% — 0& < | (1 _ e y 2 - — lj 6 6- 2 . 

Da e > 0 beliebig herabgedruckt werden kann, so ist darin das ge- 
wiinschte Ergebnis enthalten. 

Wir konnen J$ und 0 daher so erklaren: 

Bauminhalt und Oberfiache eines konvexen Kurpers ® mit inneren 
Punkten .sind die oberen Grenzen der Bauminhalte und Oberfiachen der 
in ® enthaltenen konvexen Vielfiache und die unteren Grenzen der 
Bauminhalte und Oberfiachen der ® enthaltenden konvexen Vielfiache. 

Genau entsprecbend kann man in der ebenen Geometrie Flacken- 
inbalt und Umfang eines konvexen Bereicbs erklaren aus den ent- 
sprecbenden MaBzablen der im Bereich entbaltenen und ibn ent- 
baltenden konvexen Vielecke. 

Den Rauminbalt eines konvexen Bereichs werden wir gleicb 
Null zu setzen baben und seine Oberfiache gleicb seinem doppelten 
Flacheninhalt. 

Die in § 17, I angegebenen drei Eigenschaften von J und 0 
bei Vielfiacken lassen sick jetzt mittels des Annaberungssatzes von 
Minkowski auf beliebige konvexe Korper ubertragen. 

IV. Konvergente Folgen konvexer Korper. 

Zu jeder konvexen Punktmenge ST gebort somit ein bestimmter 
Rauminbalt J$ und eine bestimmte Oberfiache 0 es sind also 
jeder derartigen Menge zwei Zablen zugeordnet. Eine gewohnlicbe 
Funktion ordnet jedem Punkt einer Menge, z. B. jedem Punkt eines 
Intervalls eine Zabl zu. Hier haben wir also eine Verallgemeinerung 
des Funktionsbegrifis vor uns, man spricbt von „Mengenfunktionen“ 

oder ktirzer von „ Funktionalen il . 

Von den beiden erklarten Funktionalen und 0& wollen wir 
aus ibrer Definition eine gewisse Stetigkeitseigenscbaft ableiten, die 
davon bandeln soli, daB sowolil die Rauminbalte wie die Oberfiachen 
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zweier . geuiigend benacbbarter' konvexer Korper sicb um beliebig 

wenig unterscheiden. Dazu ist zuniiclist erforderlicb, dem Wort „be- 

nachbart* 4 eine klare Bedeutung unterzulegen. 

1st P eio fester Punkt und St ein konvexer Korper, so versteht 

man unter der Entfernung E(P, St) des Punktes P von St das Minimum 
der Entfernung zweier Punkte P und Q , von denen Q in St liegt. 
Ein solcbes Minimum gibt es wegen der Abgescklossenkeit von SI. 

Wir kounen nun erklaren: r(>0) beiBe das Ma/S der Nachbar- 
svhaft v = iV(St, 2) zweier konvexer Korper St und 2, wenn es die 
kleinste Zabl ist mit der Eigenscbaft, dab die Entfernung jedes 
Punktes aus 2 von St ^ v ist und umgekebrt die Entfernung jedes 

in St liegenden Punktes von 2 ebenso ^ v ist. 

Dann konnen wir weiter festsetzen: Line l'olge konvexer 
Korper St,, St„, St n ... konvergiert gegen einen konvexen Korper 2, in 

Zeichen 

2 = Lim ST n , 

n - >* * 

wenn (lie zugelwrigen Mac/ibarschaftsmafie gegen Mull streben 

LimjV(S? n , 2) = 0. 1 

n — >- co 


Beispiele. Es sei 2 ein beliebiger konvexer Korper mit inneren 
Punkten oder aucb oliue innere Punkte. Dann bildet die Desamt- 
beit aller Punkte P, deren Entfernung E(P, 2) ^ g n ist, wieder einen 
konvexen Korper St fi , den wir Parallelkorper von St genannt batten. 
Lassen wir g n eine nacb Null konvergente Zableutolge, z. B. 1, ^»*** 

durcblaufen, so konvergieren die zugeliorigen Korper nacb 2. 

Uni die Punkte J/ M mit den Koordiuaten x=\ :n 9 g = 0, 
r = 0 \n — 1,2,3...; seien Ivugeln Sf M bescbrieben mit den Halb- 

messern 1 :2". Dann existiert 


Lim St n = 2 , 

n —>- co 

und zwar fiillt 2 mit dem Ursprung zusammen. 

Der Annaherungssatz von S. 56 liiBt sicb jetzt aucb so tassen: 

1st ein konvexer Korper St und eine positive Zahl v gegeben , so kann 

man ein konvexes / ielfiach stets so bestnnmen , dafi A (St, 5>) <C 

wird. ^ ' 

Sind St, und su zwei konvexe Korper, die den Koordinaten- 

anfang entbalten und 77,, 7/ 0 ibre StUtzfunktionen, so ist 

177, - y/ 2 1 ^ A (st\, st a ). 

1 Eine tuidere gleiebwertige Erkliiruug fiir die Konvergenz bringen wir 
spiiter (£ 18, V, S. 66). 


§ 17, V. 
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Stetigkeit von Inhalt und Oberflache. 


V. Stetigkeitseigenschaft von Inhalt nnd Oberflache. 

Jetzt sind wir in der Lage, die vorhin angekundigte Stetigkeit 
der Fnnhtionale J# und 0$ scharf zu fassen: 

Aus 


Lim $ = 2 


n 


co 


folgt 


Lim J$ n = J 2 , Lim 0$ n — 0 2 . 

n —>- co n—y co 

Der Beweis liegt nach dem Vorangehenden auf der Hand. 
Nehmen wir zunachst an, 2 enthalte innere Punkte, einen davon 
wahlen wir zum Ursprung M. Die Kugel um M vom Halbmesser q 
sei in 2 enthalten. Dann ist 

1 - 7) 2 < < ( x + 7) s ’ 

sob aid das NachbarschaftsmaB 

#(® n , S) < * 

ist, wo v eine positive Zahl <T q bedeutet. Daraus folgt wegen der 
Eigenschaft 2. 

[ l ~ 7) 3 < J * n < l 1 + f) ' /fi ’ 

1 —y) 0 2 <0^ n < ( l + ~) ^2- 

Darin sind aber die gewiinschten Ergebnisse 

Lim «7ft n = J 2 , Lim 0$ n = 0 2 

n —>- 00 n —>~ co 

enthalten. 

Der Fall, daB 2 keine inneren Punkte hat, erledigt sich ebenso 
einfach. 2 sei ein konvexer Bereich in der Ebene z = 0, der die 
Kreisscheibe mit dem Halbmesser o um den Koordinatenanfang M 
enthalt (reduziert sich namlich 2 auf eine Strecke oder einen Punkt, 
so ist die Richtigkeit der Behauptung ohne weiteres einleuchtend). 
Wir bilden den konvexen Korper 




\ 

I 


y 


in 


t 1 + 7) s * 


v . 


Aus W(® n , 2) < V folgt dann $ n < % 

und daher, wenn F 2 den Flacheninhalt und U 2 den Umfang von 2 
bedeutet 


4» < 4v = (1 + •2vFq , 

0 fill <0 9Bv = 2 (l + -7) -*»+ 2,, (l+ 
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Es ergibt sich somit zunachst: 

Lim Js\ n = -A* = 0. 

n -> x 

Fur die Oberflache von brauchen wir noch eine zweite Ab- 
schatzung. Es sei G n der GrundriB von ft n , d. b. die Gesamtheit 
der Normalrisse der Punkte von auf die Ebene z — 0. Dann ist 

®.> (*-;)* 

und anderseits 

2 > 2 (l — 

Soinit ist in der Tat 

Lim Oft,, = 0<£ = 2 F^. 


ii 


CD 


Die dabei benutzte Beziehung 

Gj? „ ^ 2 F c «„ 

zwischen der Oberflache von und dem Flacheninhalt des Grund- 
risses ist fur den Fall, daB M n ein Vielflacb ist, richtig. Daraus 
folgt durch Grenzubergang nacb dem fruber Bewiesenen die Gultig- 
keit fur den Fall, daB innere Punkte bat. Ist aber ein Be- 
reicb, so ist die Beziehung trivial. 


§ 18 . Eine Erweiterung des Satzes von Bolzano und Weier 

strass uber die Existenz eines Haufungspunktes. 


I. Der Auswahlsatz fur konvexe Korper. 

Der Satz von Bolzano und Weierstrass liber die Existenz 
eines Haufungspunktes kann so ausgesprocben werden: 

Jus irgend einer beschrdnhten unendlichen Alenge von Punkten 
kann man immer cine honvergente Pun htfolge herausgreifen. 

Dies ist nur ein Sonderfall eines allgemeinen Satzes liber kon¬ 
vexe Korper, den wir jetzt beweisen wollen: 

Auswahlsatz: Jus einer unendlichen Alenge 9)Z gleichmiifiig be - 
sclir'dnhter honvexer Korper Hi fit sich immer eine Folge honvexer Kdr- 
per S 3 , .. . herausgreifen , die gegen einen honvexen Korper 

£ honvergiert 

2 = Limff n . 


Dabei beiBt die Menge der konvexen Korper „gleichmiiBig be- 
schrankt“, wenn alle Korper der Menge innerbalb eines W Uriels SS 
liegen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, innerbalb einer genligend 
groBen Kugel. 

Was unter der Konvergenz zu verstelien ist, wurde in § 17,1\ erkliirt. 


§ IS, II. 


Diagonalverfahven. 
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II. Das Diagonalverfahren von Cantor. 

Den Beweis kann man etwa so fiihren. 23 sei durch die Un 
gleichheiten 


erklart. Dann kann man alle Punkte in 23, deren drei Koordinaten 
rationale Zahlen sind, numerieren, d. b. in eine Folge P 3 , P 9 , 
P 8 , ... anordnen. Man schreibt sich dazu etwa ein Schema auf, 
in dessen q ter Zeile alle (endlich vielen) Punkte stehen, deren 
Koordinaten rationale Zablen mit (positiven) Nennern ^ q sind. Dann 
numeriert man die Punkte in der ersten Zeile des Schemas, mit den 
folgenden Zahlen die in der zweiten Zeile usf. Dabei kann man 
vermeiden, daB derselbe rationale Punkt mehrere Nummern bekommt 
und erreicht auf diese Weise jedenfalls, daB alle rationalen Punkte 
von S3 numeriert werden. 

Es sei nun $ irgend ein konvexer Korper aus unserer Menge SCR 
und E (Pj, die Entfernung des Punktes P 1 von diesem Korper 
(vgl. §17, IV, S. 60). Dann ist die Menge aller Zahlen E{P 1 , be- 
schrankt, da 

o ^ mp l9 &) ^ 2 c y$ 

ist und wir konnen nach Bolzano-Weierstrass daher aus der 
Menge SCR eine Folge von Korpern heraussuchen — wir wollen die 
Korper der Folge mit $ n , $ 12 , $ l3 , . . . bezeichnen —, so daB 

Lim E(P V ® ln ) 

n —>- oo 

existiert. 

Aus der Folge ® n , ® 12 , $ 13 , . . . konnen wir nun aus demselben 
Grande wieder eine Teilfolge herausgreifen, sie heiBe ® 21 , $ 92 , 


23> 


. . ., so daB auch 


Lim E[P 2 , ® 2 J 

n —>- oo 

existiert. 

Wiederholen wir diese Auswahl k mal, so kommen wir zu einer 
Folge ® kl , . . . von konvexen Korpern aus unserer Menge 907 

mit der Eigenschaft, daB 

Lim E(P p @ kn ) 


existiert fur / = 1, 2, ... ft. Fahren wir mit dieser Auswahl un- 
begrenzt fort, so erhalten wir ein Schema von konvexen Korpern 
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M, 1 , M' 12 > ^13’ ^14 * 
•^21 ’ ® 22 > ^ 23 ’ '^ 24 - 
Mgj , M 32 f '^33 y ’^34’ 
,Vl 4 i , .^42 > '^43 » '^44 1 


das sich nach zwei Eichtungen ins Unendlicke erstreckt. Jede Zeile 
des Schemas ist eine Folge von Korpern, die in der durch die vorher- 

gehende Zeile gegebenen Folge enthalten ist. 

Nach G. Cantor bilden wir nun die „Diagonalfolge“ des Schemas 


St',,, ^22 f ^33’ 


• • 


Diese enthiilt vom A-ten Glied ab nur Korper aus der Folge: 

f > * * * 

Es existiert daher 

Lim B(P., Kn) 


n —>■ oo 


fiir 7 = 1, 2, ... A, und weil die natiirliche Zahl A vollig beliebig 
ist, existiert dieser Grenzwert iiberhaupt fur alle rationalen Punkte. 

III. Konvergenz der ausgewahlten Folge. 

Jetzt wollen wir von der Folge 

> ^22 y ^33 * * * ’ * 

die wir kiirzer mit 

Sl'j , St' 2 > y • • • 

bezeichnen wollen, zeigen, daft 

Lim E (P y <s\) 

nicht nur fur jeden rationalen Punkt P in 5®, sondern iiberhaupt 
fur jeden Punkt P von 28 existiert und daB dieser Grenzwert. eine 
stetige Funktion der Koordinaten von P ist Das ergibt sich aber 
sofort aus den Ungleichheiten zwischen den Seiten eines Dreiecks. 

Es ist _ 

i E (Py K) - E ®n) I ^ 

und daher auch zuniichst fur rationale Punkte P und Q 

(*) | Lim E (P, a n ) - Lim E(Q, &J | ^ PQ. 

Ferner folgt aus der ersten Ungleichheit sofort, daB auch an einer 
irrationalen Stelle P die Zahlen 

E(Py 8^ E(P> S\)y E{P, » # ) ... 



§ 18, IV. 
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nur einen Haufungswert haben konnen, daB also auch an einer 
irrationalen Stelle P 

Lim E (P, 

n —>- oo 

existiert. Daraus ergibt sicb weiter, daB aucb fur irrationale Punkte 
P und Q die Ungleicbbeit (*) gilt, und darin ist entbalten, daB die 
Funktion der Koordinaten von P 

E (x, y , z) = Lim E (P, ffij 

n —>- oo 

stetig ist. 

■ Jetzt soil gezeigt werden: Alle Punkte P von SB, fur die 

E [ x > y, z) = 0 ist, bilden einen konvexen Korper 2. 

Zunachst ist S ^ SB, also 2 beschrankt. Ferner ist 2 wegen 

der Stetigkeit der Funktion E (.r, y , z) abgescblossen. Sind ferner 

Pi un( ^ zwe ^ Punkte und P ein Punkt ihrer Verbindungsstrecke, 
so folgt aus 

E(P v ® n )<e, E(P 2 ,® n ) <e 

aucb 

P(P, «.)<« 

und daber aus 

Lim E (P v » a ) = 0, Lim E (P 2 , ft B ) = 0 

n—>-oo n—>- oo 

auch 

Lim P (P, # w ) = 0. 

n —>- oo 

Entbalt 2 also Pj und P 2 , so enthalt 2 aucb jeden Punkt P der 
Verbindungsstrecke. Larnit sind aber die drei Definitionseigen- 
scbaften eines konvexen Korpers an 2 nachgewiesen. 

IV. Ubereinstiminung mit der fruheren Erklarung der Konvergenz. 

Zum ScbluB baben wir nocb zu beweisen, daB 

2 = Lim 

n —>- oo 

ist, in dem Sinne, wie wir das in § 17, IV erklart baben. Erstens ist 
dazu notig zu zeigen, daB fur beliebiges positives e sicb m so groB 
wahlen laBt, daB 

P(P, ® n )<e 

fiir alle Punkte P von 2 und fur alle n > m. Ware das nicbt 
rich tig, so konnten wir unendlicb viele Punkte P v P 2 , P 3 , ... in 
2 und unendlich viele naturliche Zablen n 19 n 2 , n 3 , ... auffinden, 
so daB 

E (Pj, » nj ) g 6 


Blaschke, Kreis und Kugel. 


5 
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ware. I>a 2 beschriiukt und abgesclilossen ist, batten die P- in 2 
mindestens einen Haufungspunkt P 0 und in dieseni batten wir 

E(P„, »„,) S E[P jt U'„j) - P 0 Ej, 


Es ware also 


*-P<>Py 


Lim E (P 0 , ttj ^ 


n —>■ oo 


entgegen der Voraussetzung. , 

An zweiter Stelle haben wir endlich nocli zu zeigen: Bei be- 

liebig vorgegebenem positivem e laBt sicb m so groB wablen, daB 

E (P, 2) < € 

wird, wenn P irgend ein Punkt in einem S \ n { n > ist. Sonst 
kbnute man wieder unendlich viele Punkte P. in S\ nj \n. > m\ finden, 

so daB 

E (P r 2) ^ 6 

ware. Die P. liigen in 2B, batten also siclier einen Haufungspunkt P 0 
und wir batten einerseits _ 




*0 Pj 


und daber 

Lim E (P 0 , = 0. 

n —>- oo 

Anderseits aber ware _ 

E(P 0 , 2) S E (P p 2) - P 0 Pj 

und daber 

P(P 0 ,S)^6, 

was der anderen Folgerung widerspricbt. Damit ist der Beweis des 
Auswablsatzes zu Ende gefubrt. 


V. Eine zweite Eassung des Konvergenzbegriffs. 

Wir wollen von unserem Auswablsatze gleicb eine Anweudung 
macben. Konvergiert eine Folge konvexer Korper 

Lim - 2 

n — > oo 

und hat der Grenzkorper 2 innere Punkte, so kbnnen wir Folgeudes 
feststellen: Ist A ein Punkt auherbalb 2, so liegt er auch auBer- 
balb ft' (i fiir geuiigend groBe n und jeder innere Punkt B von 2 ist 
auch innerer Punkt aller St„ von einem gewisseu n ab. Diese Tat- 
sacben sind aber, wie wir jetzt umgekekrt zeigen wollen, ttir die 
Konvergenz kennzeicbnend: 

Es sei ® a , ,SV 3 , . • . eine Folge konvexer Korper und 2 ein 
ice iter er konvexer Korper , der innere Punkte besitzt. Jeder Punkt A 
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auferhalb 2 liege fur genugend grofies n > m A auch aufierhalb alter 
und jeder Funkt B innerhalb 2 liege fur genugend grofies n > m B 
auch inner halb $ n . Bann honvergiert die Folge ^, $ 9 , $ 3 , ... 
gegen 2 

Lim & n = 2. 

n —>- oo 

Wir behaupten also, anders ausgedriickt, daB die in der friiheren 
Konvergenzerklarung (§ 17, IV) geforderte GleichmaBigkeit der An- 
naherung eine Folge der Konvexitat der ^ ist. 

Zunachst ist die gleichmaBige Beschranktheit der Folge 
® 3 , ... zu erweisen. Wir teilen den Raum wie in § 17, II in lauter 
Wurfel von der Seitenlange g und wahlen a so klein, daB ein 
Wiirfel 23 2 von der Seitenlange 2 a, der aus acht Wiirfeln unseres 
Gitters aufgebaut ist, ganz innerhalb 2 Platz findet. Wegen der Be¬ 
schranktheit von 2 konnen wir einen zweiten W’urfel 2 B 9/ . + 9 von 
der Seitenlange (2 h + 2 )g bestimmen, der 2 im Innern entbalt und 
mit 2 S 2 beziiglich des 
Mittelpunktes ahnlich 
liegt, so daB wir auch 
2B 2 j. + 2 aus W tirfeln 
* unseres Gitters auf- 
bauen konnen. 

Nach Voraussetz- 
ung kann man m so 
groB wahlen, daB flir 
n > m alle Gitterpunkte 
(Wiirfelecken) auf der 
Begrenzungsflache von 
$© 2fe + 2 auch auBerbalb 
aller liegen und daB 
3B 2 innerhalb aller dieser 
@ enthalten ist. Dann 

Tl 

liegen aber diese $ n 
sicber innerhalb des 

Wurfels 2B 4fc + 2 , der zu $S 2 konzentrisch und ahnlich liegt und die 
Kantenlange (4 k -f 2) g bat. Enthielte namlich ein St n einen Punkt 
auf der Oberflache von 2B 4k + 2 , so enthielte er auch den Kegel 
der Verbindungsstrecken dieses Punktes mit 2B 2 und daber einen 
Gitterpunkt auf der Oberflacbe von 2B 2fc+2 entgegen der Annabme 
(vgl. Fig. 12, wo k — 2). Da also fur n > m alle $ n in SS 4fc + 2 liegen, 
so ist die gleichmaBige Beschranktheit der Folge erwiesen. 

5 * 
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Nach unserem Auswahlsatze gibt es in der gleicbmaBig be- 
schrankten Folge S' 2> ff 3 , - . . eine konvergente Teilfolge S„ s , 

9„ s , • • • {», < < » 3 - • •!> und zwar sei 

Li m M^. = 2*. 

j —>■ oo 

Von einem gewissen w. ab liegt jeder innere Punkt des Grenz- 
korpers 2* im Innern aller ■, kann also nicbt auBerer Punkt zu 2 
sein, und ebenso liegt fiir genug groBes n. jeder auBere Punkt des 
Grenzkorpers 2* auBerhalb der 9 nj ., also nicbt innerlialb 2. Des- 
halb baben wir einerseits 2* ^ X und auderseits 2* ^ S, also 

2 * = 2 . 

Betracbten wir nun die Folge der NacbbarscbaftsmaBe (S. 60) 

' Nacb dem Bewiesenen entbalt jede Teiltolge der bescbrankten 
Zahlenfolge v v v 2 , r s , . . . Unterteilfolgen, die nacb Null konvergieren. 

Daraus folgt aber fur die ganze Folge 

Lim v n = 0 

n —>■ oo 

oder 

Lim SV fl = 2, 

?i —►* oo 

wie wir zeigen wollten. 


§ 10. Die Symmetrisierung. 

I. Symmetrisierung konvergenter Korperfolgen. 

Die in §15, II, S. 44 erklarte Symmetrisierung konnen wir mit 
der auf S. 51 eingefubrten Bezeicbnungsweise bequeni in Formeln 
ausdrucken. Es sei $ ein kouvexer Korper mit dem GrundriB QL 


^ | .r, ?/ in 0), 

1 &{*>!/) ^ z ^ f{*< ti- 

Die Fuuktionen + f und — g sind konvex in & und daber ist aucb 
die Funktion 

Uf-9) 

in ® konvex nacb der Bemerkung von S. 49 und somit ist durcb 
die Bedingungen 



x , ij in 

V {</(x, ti - f {*, //)} ^ z ^ i [f (*> ti ~ 9 (*. ti\ 


wieder ein konvexer Korper erklart. Da ft von jeder Lotrecbten in 
einer gleicblangen Strecke getrolVen wild wie 9 und da ft zur Grund- 


Symmetrisierung 
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§ 19, I- 


ebene z — 0 symmetriscb ist, so gekt S' aus $ durck die Symmetri- 
sierung Steiners an der Grundebene hervor. 

Damit ist die erste Eigenscliaft dieser Konstrnktion als richtig 
erkannt , namlich einen konvexen Korper wieder in einen konvexen 
Korper zu verwandeln. 

Um nun welter die behaupteten Beziekungen 

J = 0^6 

zwischen den Rauminbalten und Oberbiichen der beiden Korper ® 
und ft 1 einzusehen, beweisen wir zunacbst folgenden 

Hilfssatz: Es sei $ 2 , $ 3 , ... eine konvergente Folge hon - 
vexer Korper mit dem Grenzkorper 2 

Lim = 2. 

n —->- oo 

Wir symmetrisieren alle Korper der Folge an derselben Grundebene. 
Die so entstandenen Korper 
, S ' 2 > §3 > • • • bilden wieder 
eine konvergente Folge und ihr 
Grenzkorper 

Lim § n = 2 

n —>- oo 

gekt ebenfalls durck Symme¬ 
trisierung an derselben Grund-y 
ebene aus 2 hervor. 

Ktirzer: 

Symmetrisierung und Grenz- 
ubergang sind vertauschbar. 

Wir wollen uns beim Be- 
weise auf den „allgemeinen“ 

Fall bescbranken, da62innere 
Punkte bat und konnen dann 
die in diesemFall kennzeicb- 
nenden Eigenschaften der 
Konvergenz, die wir in § 18, V 
festgestellt baben, verwenden. 

Es sei A } eiu Punkt auBer- Fig. 13. 

halb des Korpers 2, der aus 2 

durch Symmetrisierung an unserer Grundebene 3 kervorgeht, und A 2 der 
Spiegelpunkt von A x an © (Fig. 13). Die Verbindungsstrecke der beiden 
Punkte moge 2 in der Strecke P. P 9 durchsetzen. Wir verschieben 
nun die vier Punkte A x P 1 P 2 A 2 auf ibrer Geraden bei festgebaltenen 
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Abstanden, bis das Mittelstuck nach P x P 2 auf 2 zu liegen kommt. 
Dadurch komnien A x und A 2 nach A l und A 2 . A l , A 2 sind auBere 
Punkte von 2, liegen also fur n > m A gleichzeitig auBerhalb aller ® n . 
Daraus folgt, daB fur dieselben n A x sich auBerhalb aller & n befindet. 

Noch einfacher ist dieses Verhalten festzustellen, wenn der auBere 
Punkt A zu 2 so liegt, daB die Senkrechte durch A zu <S den 
Korper 2 nicht trifft. Dann brauchen wir nur n so groB zu wiihlen, 
daB auch St n diese Gerade nicht trifft, um dasselbe fur S' n zu er- 

reichen. 

Liegt schlieBlich B 1 innerhalb 2, so suchen wir wieder den 
Spiegelpunkt B 2 an © auf und den Durchschnitt 1\1\ der Yer- 
bindungsgeraden mit 2. Durch die Zuriickverschiebung auf der 
Lotrechten nach P,l\ auf 2 fallen B X B 2 nach den inneren Punk- 
ten B B von 2. Wir brauchen dann nur // > m B zu wiihlen, um 
zu erreichen, daB fur alle entsprechenden die B 1 B i innere 
Punkte sind und infolgedessen auch B x B 2 innere Punkte der sym- 

inetrischen 5‘ n {n > wu|* 

Damit ist in der Tat festgestellt, daB der Korper 2, der durch 
Symmetrisierung aus deni Grenzkorper 2 entsteht, auch als Grenz- 
korper der symmetrisierten Folge ft,, ft,, ... erhalten werden kann. 


II. Wirkung auf Inhalt und Oberflaohe. 


Nach dem Anniiherungssatz Minkowski s (S. 56 und 60) kann 
man einen konvexen Korper ,Vf durch eine Folge von konvexen Viel- 
fachen S3,, SS 2 , 9S 3 , • • ■ annahern 

$ = Lim ® w . 

» —V oo 

Symmetrisiert man Alles an derselben Ebcne ©, so erh&lt man 
nach dem eben Bewiesenen 


& = Lim S M , 

n — >■ oo 


cine Annaherung des symmetrischen Korpers durch die symme- 
trischen Vielllache S w . Bezeichnen wir Kauminhalt und Oberflache 
von mit J n und O n , die entsprechenden MaBzahlen fttr mit 
J n , C) n , so gilt nach § 17, V, 8. 61 

Jft = Lim J n’ 0 * = Llm °n* 


J bX = Lim J, 

» —>- oo 


0$ = Lim 0 n . 

rt —V oo 


Wollen wir daher die Beziehungen 

Jft — 'h\ y Oft S 0 $ 


§ 19, III. 


Symmetrisieruug der Naherungsvielflache. 
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nachweisen, so brauchen wir bloB die entsprechenden Beziebungen 

( 1 ) / = ./ , 0 > 0 

\ ) a n J n - n 

an den konvexen Vielflachen 93„, 23 (i zu bestatigen und das ist eine 
ganz elementare Aufgabe. 

Wir wollen uns damit nicbt aufhalten 1 , sondern gleicb zu der 
von Steiner nicht erledigten Beweisfuhrung iibergehen, daB stets 

( 2 ) 0® > O® 

ist, wenn ® keine zu <S parallele Symmetrieebene besitzt, was aus 
der entsprechenden Tatsaclie fur Vielflache nicht ohne Weiteres durch 
Grenzlibergang geschlossen werden kann. 

Ganz analog wie bei der Symmetrisierung eines konvexen Kor- 
pers SI S' zur Einsicht 

*4 = 4 ? 

kommt man bei der Symmetrisierung eines in einer vertikalen Ebene 
(z. B. y = 0) gelegenen konvexen Bereiches $8 —>■ ® (vgl. die Fig. 13) 
zur entsprechenden Gleichheit der Flacheninhalte 

(3) Fsq = F$. 

Das ebene Analogon zur raumlichen Beziehung 

O® = 0& 

ist die Ungleichheit zwischen den Umfangen von 23 und 33 

(4) ^ X® . 

Man braucht, um zu diesen Ergebnissen (3) und (4) zu kommen 
nur alle unsere raumlichen Betrachtungen auf den einfacheren Fall 
der ebenen Geometrie zu tibertragen. 

III. Symmetrisierung der Naherungsvielflache. 

Es sei ® ein konvexer Korper mit inneren Punkten. Wir 
konnen ® durch eine Folge von Vielflachen 23 x , 23 2 , 23 3 , ... an- 
nahern \ • 

Lim 23,, = $ 

n —>- oo 

und wollen dabei die Vielflache etwa ineinander schachteln: 

®i > 93 2 > ^3 > • • • > 

Dann sind auch die zugehorigen Grundrisse auf r = 0 in derselben 
gegenseitigen Anordnung: 

_©i ^ ® 2 ^ ^ ... ^ 

1 Die erste der BeziehuDgen ist trivial und die zweite wird spiiter noch 
verscharft nachgewiesen. 
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Ini>erhalb ® wiiblen wir ein Recbteck 9i 




x 


Z = o, 


so daB das allseitig um ()(> 0) breitere Rechteck auch noch in © liegt. 
Die vier Ebenen a- = £,, §„; y = . */ 2 zerschneiden ®„ in neun 

konvexe Teilvieltiache S l( * \l = 0, 1, 2, ... 8',, von denen S3,, 0 den 
GrundriB 9i haben moge. Zwischen den Oberflacken besteht die 

Beziehung (vgl. S. 56 Eigensckaft 3) 

0 8 „ = ^ 0 'Sn k _ 2 2 F ® 1 ’ 

0 ' 1 

wenn 53' j/= 1, 2, 3, 4j die vier konvexen Bereicbe (Vielecke) sind, 
die von den Ebenen aus 53,, ausgesclinitten werden. 

Symmetrisieren wir nun die gauze Figur an der Grundebene 
z = 0, so ist nacb dem Vorigen (§ 19. II) 


O 


4* 


O- U, 


und daber 


n 


23 


F , = F 

j- c 


n 


O* — 0 \g 




u 


O 




(/® O • 


Wir braucben also bloB die Vielflacbe 53 n ° und 53, 4 ° zu betracbten, die 
91 zum GrundriB baben. 

Samtlicbe Ivanten von 53„° ergeben, auf r = 0 senkreckt pro- 
jiziert, als GrundriB ein Netz geradliniger Strecken, durch das in 
endlicb viele konvexe Bereicbe (\ ielecke) zerscbnitten wird, von 
denen wir einen Vertreter mit A 91 und seinen Flaclieniubalt mit 
A F bezeicbnen wollen. In ganz dasselbe Netz projizieren sick die 
Kanten von 53, t °. 

Es seien 

| * = 4- }\ x + q x y 4- r x , 

\ z = - P 2 x - <] 2 y - r 2 

die Gleicbungen der Seitenfliicben von 53„ ttber dem GrundriB 
dann sind die Gleicbungen der entsprecbenden Seitentlacben von 53,, 

(6) 2 z = ± {(/>! 4- p 2 ) X + + q 2 ) y + ( r i 4- r t )) . 

Die Fliicbeninbalte dieser Oberflaclienteile sind dann 

V 1 + W + ^ A F > 

]fl+ + ( 7 ‘ 2 

und so tindet sicb 

(7) 


(5) 


Ooj o — (Aw o = 

v .. v n 


n 


yr + ;, 1 ^ 7 ,*- 2 i/i + 


/>! + />« 


) 


a 


+ 


71 + 


+ V 1 +ps+ 7s* ' af > 
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da die Flacheninhalte der Bereiclie in den vertikalen Ebenen 
x = Jfj, | 2 ; if = tj 19 sick wegheben. Die Summe ist liber alle 
konvexen Teilbereicbe von zu erstrecken. 

Wir finden also scklieBlick 

( 8 ) OfB n — 0% n ^ 2'£>• A F, 

wenn wir mit £2 zur Abkiirzung den friiheren Ausdruck (7) in der eckigen 
Klammer bezeichnen, der von der Stellung der Seitenflacken von 
abhangt. Diesen Ausdruck wollen wir jetzt absckatzen. 

IV. Anwendung eines Mittelwertsatzes von Holder. 

Es sei F(h) eine Funktion, die auf der Strecke — 1 ^ h ^ -f- 1 
stetig ist und erste und zweite Ableitungen besitzt. Dann ist nach 
O. Holder. 1 

( 9 ) F(+ 1 ) - 2 F[ 0 ) + F(- 1 ) = F"(h ), 

wobei 

1*1 < 1 

ist. Bildet man namlick die quadratiscke Hilfsfunktion 

G{h)= F[0) + 4 m+ 1 )-*(- n+ ^{F{+l)-2F{0) + F(- 1 )!, 

so ist 

F(h) — G(h) = 0 fur h = - 1, 0 , + 1 . 

Nack dem Satz von Rolle (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) 
verschwindet daher die Ableitung 

F'(h) - G'(h) 

sicker einmal auf der Strecke — 1 < h < 0 und einmal auf der 
Strecke 0 < h < -f 1. Eine nockmalige Anwendung des Satzes von 
Rolle ergibt daker eine Nullstelle h auf der.Strecke — 1, + 1 fur 
die zweite Ableitung 

F" - G" = F" (h) - \F(+ 1) — 2 F(0) F{— 1)}, 

w. z. b. w. 

Wenden wir nun diesen Mittelwertsatz vorl Holder an auf die 
Funktion 

F(h) =]/i+ k ^y+ 

so finden wir fiir den im vorigen Abscknitt in (8) mit £2 bezeickneten 
Ausdruck 

n = 

1 Zur Theorie der trigonometrischen Reihen, Mathem. Aunalen 24: (1884), 
S. 183. 
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Dabei ist 




(Px - PlY + 2 (/>, 'h - />* <7») f 4- (ft ~ ftp . 

4 /*’ 1//> :l 


Hat man nun 
( 10 ) |^| 
so ergibt sich 

( 11 ) 


G 


P 2 


7l I = 


<7 


schlieBlich die Abschatzung 

_ (/>! — Pi)* + (ft - 7^ 




4 (1 +2 



V. Einfiihrung der gefundenen Abschatzung. 

Um die gefundene Abschatzung (11) in unserem Fall verwerten 
zu konnen, wollen wir fur die \p\ und | q eine Schranke g er- 
mitteln, die von n unabhiingig ist. 

Die Folge der Vielflache > 5> 2 > •• • > mit denen wir ® an ‘ 

genabert batten, ist von selbst gleichmaBig beschrankt, da alle $B n 
in enthalten sind. Wir wollen und damit alle 5$ n zwischen 

zwei wagerechte Ebenen 

z = ± f 




einscblieBen. Die konvexen Funktionen y) und — Y n (x,y\ 

die 5L definieren 

V in » 

r« (*,»/) ^^ (*> y) 

liegen dann unter der Schranke C 

| y n (x, y) | ^ £, i y) I ^ 

Nacb Voraussetzung enthalten alle Debuitionsbereicbe ® n der 

n konvexen Funktionen qr n , — y u das Recbt- 


2 


S 


<5 - ;• ••> 

< 

<' 

/ 

// 


// 


/ / 

/ / 



eck 9! 


i. 








I. - e 


Fig. 14. 


d //) 

da* 


und daruber binaus nocb das groBere 
Recbteck 

E x o , 

^ ^2 + e* 

Die Funktion qr ;i (.r, y) ist bei iestgebal- 
tenem y innerbalb eine konvexe Funk¬ 
tion in x und daber ist (vgl. S. 52) 

__ d gPn //) d gn ra (m- y) 

—— d x — d x 1 


wenn wir unter den DitTerentialquotienten etwa die vorliin benutzten 
verallgemeinerten Ableitungen versteben. Weiter ist nacb Formel (8) 
S. 52 (man sehe aucb Figur 14) 
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\, y) — < Pn (^i - q, y) 
v 

<( n (£ 2 + ^ ?/) 


9 


d <7n (£» //J 

dx 

d <f n ( sj, //) 
5 x 


Danach ergibt sich scblieBlich 

// ) 
d x 


2 : 




und dieselbe Abschatzung gilt geradeso fur die Ableitung nacli y . 
Dieselben Ungleichheiten gelten librigens auch fiir die Ableitungen 
der Funktionen f{x t y) und g{x,y), die zu ® gehoren. 

In unserem Falle sind diese konvexen Funktionen cp n strecken- 
weis linear und ibre Ableitungen sind innerhalb dieser Strecken 
die p l und q v Wir finden also 


( 12 ) 

und genau ebenso 
( 12 ) 

konnen also 
(13) 



setzen und diesen Wert in die Abschatzung flir Q eintragen. 
Die Formel (8) von S. 73 nimmt damit die Form an 



2 to ” Ptf + (?i - <7 2 ) 4 i • 4 F 



VI. Die Ungleichheit von H. A. Schwarz. 


Fiir das Folgende ist es bequem, die gefundene Abschatzung 
formal ein wenig anders zu schreiben, indem wir an Stelle des 
Summenzeichens ein Doppelintegral setzen: 


(14) 

wobei 

(15) 
und 

(16) 
ist. 
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Da der Integrand positiv ist, wird die Form el (14) um so mehr 
gelten, wenn wir die Integration nur liber ein kleineres in 91 ent- 
haltenes Rechteck 






erstrecken. 

Nun gilt flir zwei Funktionen A (t) und B(t) die Ungleichheit. 
von A. 11. Sc Invar z. 



Das kann man so einseben: Das quadratisclie Polynom in ). 

b i i> b 

J \A{t) + XB[Cfdt = J A[t) 2 ,lt + 2A J A[t)B(t)dt + ). 2 J B{tfdt 

a a <i a 


ist flir alle Werte von X siclier ^ 0. Es kann also gleich Null ge- 
setzt flir A nicbt reelle und getrennte Nullstellen ergeben, denn 
sonst gabe es aucb negative Werte des Polynoms. Das ergibt aber 
zwischen den Koeffizienten des Ausdrucks gerade die angegebene 
Ungleichheit von Schwarz. 

Setzen wir nun zuerst 


tv- cl ~ + x ^ 


£(*) = 1 


und dann 


X ~ £ ' 


A (y) = 0„ + r„] 


B (y) = 1 , 


* = c 


so ergibt sich nach entsprechender Behandlung des zweiten Gliedes 
von (14) durch viermalige Anwendung unserer Ungleichheit 


(18) Oy u — Ogj„ 


(S' - 




y= v 

[<Tn + r«J • dx 
y= n 



Diese Form el hat den Vorteil, keine Ableitungen mehr zu enthalten. 


VII. Verkleinerung der Oberflache. 

Jetzt wollen wir mit (18) zur Grenze 7i- voo Ubergehen. Dazu 
bemerken wir, daB die Funktionen rp n und y n , die die Begrenzung 
von ergeben, fur n >- oo in 91 gleichmiifiig gegen die Funk- 
tionen f und g konvergieren, die zur Begrenzung von 8ss LimS n 
gelioren. 

Es sei namlicli r der Winkel einer StUtzebene an die Flii.che 
z = f{ x ,y) zu einem Punkte liber 91 gegen die Grundebene z = 0. 
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Dann folgt aus den zu (12) analogen Formeln fur f 

_ 2'c . ,-j-x 

< —- m 91. 


da8 


i df I ^ 2-: 

df 

___ 

\ dx \ — e 1 

bu 


Q 


cos r — y 


1+2i f) 


ist. Es sei ferner das NachbarschaftsmaB (S. 60) 

v n =N{* n , ft). 

Dann liegt die zur Stiitzebene im Abstand v n parallel dariiberliegende 
Ebene liber SB , also liber z = <p n (.r, ?/) und daber ist (vgl. die Fig. 15) 


(19) 0^cp n (x, y) - f (x, y) 
Darin ist aber wegen 


cos t 


V n]/ 


1 + 2 


2 c 


Lim v n — 0 

n —>- oo 


die bebauptete gleicbmaBige Konvergenz von qo n —> f entbalten und 
genau ebenso ergibt sicb die gleicbmaBige Konvergenz y n -*~ g. 

tjben wir nun auf die letzte Form (18) unserer Abscbatzung 
des Oberflacbenunterscbiedes den Grenzlibergang n->- oo aus, so 
finden wir 

(19) 0 8 - 0*S (f _^ — } + 


Darin bedeuten £, tj; i) 
zwei beliebige Punkte in 91 und 
die Konstante C (vgl. (15)) ist ^ 0. 

Daraus folgt aber, daB 0& nur dann 
= 6® sein kann, wenn in 91 

(20) f 4- g = konst, 
ist. Gabe es nambcb zwei Stellen 

y\ §', y, fur die etwa 

(21) f&y)+y(£,y) < f{£',y)+yi£,y) 

ware, so konnte man wegen der 
Stetigkeit der konvexen Funktionen/' 
und g eine so kleine Strecke 
7] abgrenzen, daB fur alle diese Werte von y die Urn 

gleichheit (21) gliltig bliebe. Dann batte man aber 



v' 


J [f +9]-_ dy> 0 
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und wegen (19) daber 0® > <9*. Die Funktion f + g muB also zu- 
nackst bei festem y konstant sein. Genau ebenso zeigt sicb aber 
ihre Konstanz bei festem ./• und damit die Konstanz in ganz 9\. 

Wir finden somit, daB 0$ nur dann = 6% sein kann, wenn f + g 
in jedem Recbteck 9i innerbalb des Grundrisses ® von $ konstant 
ist, d. h. wenn /’ -j- g konstant ist im ganzen Innern von ©. Dann 
bat aber $ eine zu z = 0 parallele Symmetrieebene. Jetzt ist die 
dritte wicbtigste Eigenschaft der Symmetrisierung und in ibr der 
beikelste Punkt der ganzen Beweisfiibrung erledigt: 

Es ist stets _ 

=. 

und das Gleickheilszeichen gilt nur in dem trivialen Ausnahmefall , dafi 
schon ® eine „\oagerechte“ Symmetrieebene besitzt. 

VIII. Die isoperimetrische Eigenscbaft der Kugel. 

Jetzt sind wir gllicklicb am Ziele angekommen, die Extremum- 
eigenscbaft der Kugel fiillt uns zu wie eine reife Frucht: Es 
sei $ ein beliebiger konvexer Korper mit inneren Punkten; wir 
wollen zeigen, daB die inhaltsgleicbe Kugel kleinere Obertlache be- 
sitzt als 

Wir nehmen in $ eine Kugel 0 an und betrachten die Menge SD? 
aller zu $ inhaltsgleichen honvexen Korper , die diese Kugel 0 ent- 
halten. 

Diese Menge 90? ist gleichmiipig beschrdnkt. Nehmen wir nam- 
licb eiuen Punkt P so weit von 0 entfernt an, daB der Inbalt 
der konvexen Hiille von P und 0, die von einem Stuck der 
Begreuzungstliiche der Kugel 0 und einem Drebkegel mit der Spitze 
P begrenzt wird, groBer ausfallt als der von dann liegen alle 
Korper von 90? innerbalb der zu 0 konzentriscken KugeltTacke <Bp 
durcb P. 

Jetzt kbnnen wir auf die Menge 90? unseren Auswahlsatz (S. 62) 
anwenden und mit seiner Hilfe beweisen: Unter alien konvexen 
Korpern von 90? gibt es einen Korper 2, dessen Oberfldche ^ der aller 
anderen Oberjiiichen ist. Aus der Menge S D? kann man niimlick eine 
Folge von Korpern $ 3 , ... kerausnekmen, deren Obertlacben 

O v 0 2 , 0 3 , ... gegen die untere Grenze O 0 der Obertlacben aller 
Korper von S D? konvergieren. Aus dieser Folge S^, tt\, M 3 , . . . kann 
man, da sie gleicbmiiBig bescbriinkt ist, eine konvergente Teilfolge 
> $«,* • • • ausscbeiden. Es sei 

Lim = 2. 

J 


f —> oo 


§ 20, I. 
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Wegen der Stetigkeit der Funktionale 0$ nnd (S. 61) ist der 
Kauminhalt von 2 gleich dem Grenzwert der Inhalte der d. h. 
d. h. gleich dem Inhalt J von und 

Oq = Lim O n = O 0 . 

Auch folgt aus 2^ 0 die Beziehung 2 2= 0, d. h. 2 gehort zu SQ7. 

Jetzt hilft uns Steiners Symmetrisierung zur Erkenntnis: 2 ist 
eine Kugel . Ware namlich 2 keine Kugel, so konnten wir eine Ebene 
durch den Mittelpunkt von 0 derart legen, dab 2 dazu keine par- 
allele Symmetrieebene hat (vgl. S. 44). Die Symmetrisierung an 
dieser Ebene fiihrt 0 in sich selbst liber und wiirde daher 2 in 
einen inhaltsgleichen konvexen Korper 2 verwandeln, der wieder 0 
enthielte, der also 907 angehorte und kleinere Oberflache ..hatte als 2, 
was ausgeschlossen ist. 

Fassen wir das Bisherige zusammen, so sehen wir: Eine zu ® 
inhaltsgleiche Kugel hat nicht grofiere Oberflache als $. 

Oder in einer Formel: Zwischen Inhalt und Oberflache von $ 
besteht die Beziehung: 

O 3 — 36 ti J 2 ^ 0. 

Ist aber $ keine Kugel, so kann nur das GroBerzeichen gelten. 
Denn durch Symmetrisierung geht in diesem Falle aus ® ein neuer 
Korper ft' hervor und fur den gilt 

J — J und 0 > O, 

also 

O 3 - 36 7i J 2 > 0 3 - 36 7i J 2 ^ 0. 

Damit ist aber der Beweis zum Abschlufl gebracht , daft fur jeden 
nicht ltugeligen konvexen Korper zwischen Inhalt und Oberflache die 
Ungleichheit besteht 

O 3 - 36nJ 2 > 0. 

§ 20 . Erganzende Bemerkungen. 1 

I. Uber die Beschrankung auf konvexe Vergleichskorper. 

Der Beweis fur die Ungleichheit 

O 3 - 36ti J 2 ^ 0 

wurde unter viel engeren Voraussetzungen gefiihrt, als der Beweis 
fur die entsprechende Formel 

L 2 -4nF^0 

in der ebenen Geometrie, da wir uns im Raume von vornherein 
auf konvexe Flachen beschrankt hatten. 


1 Kann iiberschlagen werden. 
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Man konnte nun die Behauptung von der isoperimetrischen 
Eigenschaft der Kugel ebenso allgemein fassen, wie wir die ent- 
sprechende Eigenschaft des Kreises ausgesprochen baben. Dazu 
hatte man die allgemeinste geschlossene Flache 0 des Raumes zu 
betrachten, die eindeutiges (nicbt notwendig eineindeutiges!) und 
stetiges Abbild der Kugel ist. Es handelte sich zuniichst darum, 
die Oberflache 0 von 0 zu erklaren. Dazu uberdeckt man die Bild- 
kugel mit einem Dreiecknetz, vermerkt die entsprechenden Punkte 
auf 0 und verbindet sie in entsprechender Weise geradlinig, so 
daB ein 0 „eingeschriebenes“ VielHach S3 entsteht, das aus lauter 
Dreiecken gebildet wild. Es sei d die grbBte Seite des Dreieck- 
netzes auf der Kugel. Man kann, wie zuerst H. A. Schwarz bervor- 
geboben bat, die Oberflacbe 0& nicbt mehr durcli die nabeliegende 
Formel erkliiren: 

0,p = Lim 0 %, 

<*->o 

V 

wobl aber nach Lebesgue durch die folgende: 

O.j, = Lim inf 0$, 

wenn ,,Lim inf“ den kleinsten Grenzwert bedeutet. Die Ober- 
flilchen wiiren dabei wieder absolut zu nehmen. Man beschriinkt sicb 
dann auf solcbe Flacben 0 , fur die 0# endlich ist. 

Man konnte dann den Rauminhalt J<p von 0 durcli die Formel 
erkliiren: 

J<j, = Lim 

und hatte zu beweisen, daB aus der Endlicbkeit von 0# die Existenz 
und Endlicbkeit dieses Grenzwertes J# folgt. Dabei sind die Raum- 
inhalte algebraisch zu nehmen, also mit einem bestimmten Vor- 
zeichen zu verseben. Dann lieBe sich die isoperimetrisebe Eigen¬ 
schaft so fassen: 

Zicischen den so erhliirten Groften J# und 0</> gilt immer die 
Ungleichheit: 

0</, 3 — 36 7 i J < j > 2 ^ 0 

und das Gleichheitszeichen nur im Falle der Kugel . 

Das ware wolil die denkbar allgemeinste Fassung der isoperi- 
metrisclien Eigenschaft der Kugel. 

Uni unser Beweisverfabren auf diese allgemeinere Behauptung 
anzuwenden, hiitte man zuniichst die Symmetrisierung auszudelinen 
aul den h all eines Vielflachs $$ mit endlich vielen Eckeu, das nicbt 
mebr konvex zu sein brauebt und sich selbst durchdringen kann, 
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aber den Zusammenhang der Kugel hat. Man symmetrisiert be- 
ziiglich der Ebene z — 0, indem man bildet 

±2~z(x,i/)= 2 e. z. {x, y), 

wobei die z. die z-Koordinaten der Punkte von mit den vor- 
geschriebenen x- und ?/-Koordinaten bezeichnen und die «. = -{- l 
sind, je nacbdem an diesen Stellen die Flache S3 von der gerichteten 
Parallelen zur z-Achse von „innen“ nach „auBen“ oder umgekehrt 
durchstoBen wird. 1 Dann hatte man den Satz von der „Stetigkeit“ 
der Funktionale 0<p und J<p auf den jetzt vorliegenden Fall zu ver- 
allgemeinern und endlich den Auswahlsatz als richtig zu erweisen 
fiir die Flachen 0 mit endlicher Oberfiache 0$. 

Urn alles das wirklich auszufiihren, ware wobl ein groBer Aufwand 
von „€-Uberlegungen“ notig, den wir uns durch dieBeschrankuog auf kon¬ 
vexe Vergleichsflachen 0 der Kugel zum groBen Teil erspart baben. 

Hat man die Formel A 2 — 4 71 F 0 nur fiir konvexe Kurven 
bewiesen, so ist es ziemlich leicht, auf belxebige Kurven tiberzugehen, 
wenn man Folgendes beacbtet: Ist (£ eine ebene Kurve, die einein- 
deutiges und stetiges Abbild eines Kreises ist, also eine sogenannte 
JoRDAN-Kurve und ist $ die konvexe Kurve, die die Begrenzung 
der konvexen Hiille von (£ bildet, dann ist 

= Fa , Zjf ^ L &. 

Man konnte vermuten, es gabe fiir die raumliche Geometrie 
einen ahnlichen Hilfssatz, der den Ubergang von konvexen Flachen auf 
beliebige Vergleicbsflachen der Kugel ermoglicht. Das ist aber nicht der 
Fall. Stellen wir uns einen nicht konvexen Korper her, indem wir 
in eine kleine Kugel viele lange und diinne Stacheln hineinstecken. 
Die konvexe Hiille dieses „Igels“ wird dann recht groBe Oberfiache 
bekommen, wenn wir die Stacheln unseres Igels gentigend wachsen 
lassen, wahrend dabei die Oberfiache des Igels beliebig klein bleiben 
kann, wenn sein Korper und seine Stacheln nur recht diinn sind. 

Es ist daher ein wesentlicher Vorteil des klassischen Beweis- 
verfahrens von H. A. Schwarz, daB es auch nicht konvexe Vergleichs¬ 
korper zulaBt, wahrend bei den neueren Untersuchungen von H. Min¬ 
kowski — die dafiir wieder in anderer Richtung weiter reichen _ 

die Beschrankung auf konvexe Vergleichskorper wesentlich ist. 

Es sei erwahnt, daB der Beweis von Schwarz nur unter ge- 
wissen einschrankenden Voraussetzungen liber die Regularity der 
zugelassenen Begrenzungsflachen gefiihrt ist; z. B. kann man sich 

1 Entsprechend wie bei der Bestimmung von L. Kroneckers „Charak- 
teristiken“. 

Blaschke, Kreis und Kugel. 
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Minimumeigenschaft der Kugel. 


die Begrenzungsflacben aus endlicb vielen regularen analytischen 
Flacbenstucken zusammengesetzt denken. Schwarz weist zum ScbluB 
seiner Beweisfiibrung (Gesammelte mathematische Abhandlungen II, 
S. 340) darauf bin, daB man diese Einscbriinkungen mittels Steiners 
SymmetrisieruDg beseitigen konne. Dazu ware aber fur die in § 20, I 
skizzierte Symnietrisierung erst der bei Steiner felilende Nacbweis 
zu erbringen, daB sie die Oberilacbe wirklicb verringert 0 > 0 und 
daB nur in dem trivialen Ausnabmefall der Symmetrie 0 = 0 mog- 
licb ist, was wir fiir den Fall konvexer Flacben eingeseben baben. 1 

Auf die Untersucbungen von Schwarz und Minkowski kommeu 
wir spaterbin zuriick. Zur Literatur unseres Problems sei erwiibnt, 
daB J. O. Muller in seiner Dissertation „t'ber die Minimaleigen- 
scbaft der IvugeP (Gottingen 1903) den Versucb gemacbt bat, den 
Beweis von Schwarz einzuordnen in eine Tbeorie der allgemeinen 
isoperimetriscben Probleme mit Doppelintegralen. 


II. Uber die Existenz eines Doppelintegrals. 

Es li’tge der Gedauke nabe, die vorbin vorgetragene Beweis- 
fubrung dadurcb ein wenig kiirzer zu gestalten, daB man die Ober- 
tlacbe eines konvexen Korpers durcb ein Doi)pelintegral erklart. 
Dabei biitte man zu beweisen, daB das Doppelintegral 

^ \ - r \ - 


f J V ' + (77)'+ Of? ' ,x 1,9 


mi 


/.r d i/ 


mm* 


IK 

existiert, wenn /‘(.r, //) eine konvexe Funktion im liecbteek 91 ist. 
Hierin kann man die vorkommenden Ableitungen so wie auf S. 51 
als verallgemeinerte Differentialquotienten deuten, oder aucb als eiu- 
seitige Ableitungen; das ist gleicbgiiltig. Aucb kann man diese Ab¬ 
leitungen in 9i als bescbrankt anuebmen. Diese Aufgabe liiBt sicb 
obne Weiteres zuri'ickfiibren auf die andere, die Integrierbarkeit von 

und 

zu erweisen. 34 31 

So einfacb die entsprecbeiule Aufgabe einer Dimension ist — 
man bat da nur die Integrierbarkeit einer mouotonen Funktion 
nacbzuweisen — so wenig auf der Hand liegend scbeint die Losuug 
des vorliegenden Problems zu sein. 

Icb skizziere bier dafur einen Beweis, den icli einer freund- 
licben jMitteilung von Herru Carath1:odory verdanke. Man kann 

1 Ls ist kiirzlicb von L. 1'onf.lli untornoinmen worden, den Beweis von 
Schwarz so mnzugestalten, daB die \ oraussetzuugeu liber die VergleicbstlSebeu 
moglielist eingesebriinkt werden, Reml. Palermo 39 (1915). 
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aus der Konvexitat von /’folgern, daB dfjdx an alien Stellen stetig ist, 
an denen es als Funktion von x allein stetig ist. Bei festem y istaber 
dfjdx monoton in x und die Sprungstellen bilden daher eine abzahlbare 
Menge. Daraus kann man nach einem Satze von G.Fdbini 1 schlieBen 
daB die Menge der Unstetigkeitsstellen von dfjdx in 9i das MaB 
Null hat im Sinne von Lebesgue, und daraus weiter, daB das Integral 





im Sinne von Riemann und um so mebr im Sinne von Lebesgue 
besteht. Genau das Entsprechende gilt fur die Ableitung nach y. 

DaB eine konvexe Flache z = f(x, y) z. B. an alien rationalen 
Stellen von 91 keine bestimmte Tangentialebene haben kann, siebt 
man am einfacbsten so: Man setze 


/>, .'/) = X(x) + Y(y). 

Dann miissen A und I konvexe h unktionen ihrer Argumente, also 

Integrate monotoner Funktionen sein. Diese monotonen Funktionen 

kann man aber so einricbten, daB sie an alien rationalen Stellen 
unstetig werden. 


III. Die Begriffe „konvexer Korper“ und „konvexe Funktion* 4 . 

Konvexe Kurven oder Ovale hat scbon Archimedes betrachtet, 
Er hat z. B. bemerkt, daB von zwei konvexen Kurven immer die 
auBere langer ist. Konvexe Vielflache sind auch von Cauchy be- 
handelt worden, der fiir sie 1813 eine Behauptung Euklids be- 
wiesen hat, daB sie durch Angabe der Gestalt und Anordnung ihrer 
Seitenfiachen der Gestalt nach vollig bestimmt sind. Geometrische 
Untersuchungen liber konvexe Kurven und Korper sind von Steiner 
angestellt worden, dann von L. Lindelof (Mathem. Ann. 2) und beson- 
ders von H. Brunn, auf dessen Ergebnisse wir spater zuriickkommen. 

Der Begriff „konvex* 4 ist nun in neuer Zeit besonders wichtig 
geworden auch fiir andere Zweige der Mathematik. C. Neumann 
hat 1877 Randwertaufgaben der Potentialtheorie fur konvexe Bereiche 
gelost. H. Minkowski sind in seiner „Geometrie der Zahlen* 4 (1896) 
die groBartigsten Anwendungen des Begriffs konvexer Korper auf 
die Zahlentheorie gelungen. CarathEodory hat den konvexen Kor¬ 
per 1907 in die Funktionentheorie eingefuhrt zur Kennzeichnung der 
Koeffizienten einer Potenzreihe mit positivem Realteil. 

Zusammenfassende Darstellungen der Eigenschaften der kon- 

Vgl. etwa Cu. J. de la Vall^e-Poussin, Cours d'Analyse, II. Bd., 2. Auf- 

lage (Lowen 1912), S. 120; oder das Buch uber reelle Funktionen von Cara- 
THfioDORY (Leipzig, B. G. Teubner, 1917). 


6* 
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vexen Korper findet man: Bei H. Minkowski, Volumen und Ober- 
fliiche, Matbem. Ann. 57 (1903); bei C. CarathEodory, Uber den 
Variabilitatsbereicb der Fourier sclien Konstanten von positiven bar- 
monischen Funktionen, Rendiconti di Palermo 32 (1911) und bei 
E. Steinitz, Bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme, 
Crelles Journal 143 (1914). 

Den „Auswahlsatz“ fur konvexe Korper habe icb im Jabresbericht 
der Mathematikervereinigung 24 (1915) veroffentlicbt (S. 195 bis 209), 
wo die im ersten und zweiten Teil dieses Buches bebandelten 
Gegenstiinde kurz skizziert sind. Die vorbin in § 18 mitgeteilte 
Fassung des Beweises fiir den „Aus\vablsatz u verdanke icb einer 
freundlicben Mitteilung von Herrn CarathEodory. Mein ursprung- 
licber Beweis berubte auf der Bescbriinktbeit der Dift’erenzenquotien- 
ten der Stutzfunktiouen, die es gestattet einen Satz von Hilbert 
(Matbem. Annalen 59) beranzuzieben. 

Konvexe Funktionen (obne Voraussetzungen liber ibre Diffe- 
renzierbarkeit) wurden vielleicbt zuerst von 0. Stolz im ersten Bande 
seiner Grundziige der Differential- und Integralrecbnung betracbtet 
(Leipzig 1893). Spiiter bat sicb mit ibnen eingebend J. L. Jensen 
bescbaftigt, Acta matbematica 30 (1906). Er definiert eine konvexe 
Funktion /*(.r) durcb die Forderungen 

C) f (^ 4 ^) ^ i />,)+ i /> 2 ) 

und / (.r) > m, d. b. bescbriinkt nacb unten. Man siebt leicbt, daB 
diese in der F^orderung (1) von S. 51 entbaltene Bedingung zu den- 
selben im Intervallinnern stetigen Funktionen ftibrt, die bier be- 
trachtet wurden. Die F^orderung der Bescbriinktbeit ist dabei 
wesentlicb; liiBt man sie niimlicb weg, so gibt es, wie F. Bernstein 
und G. Doetscii in Matbem. Ann. 76 (1915) bemerkt baben, aueb 
vollig unstetige Fbinktionen mit der Konvexitiitseigenscbaft (*). Ein 
Mittelwertsatz von Jensen fiir konvexe Funktionen, der in geometri- 
scber F’assung unmittelbar einleucbtet, ist unter engeren Voraus- 
setzungen scbon friiber von 0. Holder bewiesen worden: t'ber einen 
Mittelwertsatz, Gottinger Nacbr. 1889. 

Man kann, wie icb 1914 in den Pariser Akademiebericbten 
(Nouvelles Evaluations de distances dans Tespace fonctionnel) gezeigt 
babe, konvexe Funktioneu mittels der SriELTJES-Integrale darstellen, 
etwa in der Form: 

b 

f (• r ) = J I ^ — M 


a 
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worin y (0 monoton abnimmt. Eine ausliihrliche Auseinandersetzung 
der Integraldarstellung mit Anwendungen auf gewisse Minimum- 
probleme 1 lindet man in der Arbeit von G. Pick und mir: Distanz- 
schiitzungen im Funktionenraum II, Mathem. Annalen 77 (1916). 
Weitere Ergebnisse iiber konvexe Funktionen hat auf Grund ihrer 
Integraldarstellung J. Radon erzielt (Wiener Akademiebericbte 1916). 

Schon frliker hat E. Study. fuBend aul Untersuckungen von 
E. B. ( hristoffel und H. A. Schwarz, ebenfalls unter Verwendung der 
Integrale von Stieltjes die allgemeinste analytische Funktion an- 
gegeben, die die konforme Abbildung einer Kreisscheibe auf einen be- 
liebigen konvexen Bereich leistet; Vorlesungen liber ausgewahlte Gegen- 
stiinde der Geometrie, 2. Heft: Konforme Abbildung einfach zusammen- 

hangender Bereiche, Leipzig und Berlin 1913. 

Konvexe Korper spielen auch in der Meclianik, und zwar in 
der Theorie des schwimmenden Keepers eine Rolle. Sckneidet man 
durch Ebenen aus einem Korper Teilkorper gleichen Rauminhalts 
ab, so erfullen die Sckwerpunkte dieser (homogenen) Teilkorper, wie 
Ch. Lupin bewiesen hat, stets eine konvexe Flache, die sogenannte 
Auftriebsflache. 2 In einem gewissen Zusammenhang damit steben 
von Minkowski veranlaBte Untersuckungen Bohmers uber hohere 
Differentialinvarianten konvexer Kurven, Elliptisck und byperbolisck 
gekriimmte Ovale, Mathem. Annalen 60. Man sehe dazu auch H. 
Mohrmann in Mathem. Annalen 72, S. 285—291, S. 593—595. 

Die Begriffe „konvexer Korper" und „konvexe Funktion" sind 
der verschiedensten Erweiterungen fakig, die nock kaum ausgenutzt 
sind. Z. B. kann man konvexe Korper im Funktionenraum Hilberts 
erklaren und den Begriff der Stiitzfunktion darauf ubertragen, 
wodurch man zu einem „Stiitzfunktional“ kommt. In konvexen 
Funktionenkorpern kann man „konvexe Funktionale" betrachten, ftir 
die wir spater (§ 23, VI) einige Beispiele geben werden. SchlieBlich 
kann man auch noch konvexe Differentiationsprozesse einftihren, wozu 
spater (§ 26, IV) ebenfalls ein Beispiel erbracht werden soil. 

Weitere Literaturangaben folgen in § 23, I und im Anhang. 

1 Ph. Frank und G. Pick: Distanzschatzungen im Funktionenraum I 
Mathem. Ann. 76 (1915) und Frank: Uber das Vorwiegen des ersten Koef- 
fizienten in der FouRiERentwicklung einer konvexen Funktion, Mathem. Ann. 77 
(1916). Vgl. auch mehrere Noten dieser Autoren in den Pariser C. R. 1914 . 

* Vgl. die Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, Bd. IV, 1 
Mechanik; P. Stackel, Elementare Dynamik, S. 657. Oder auch P Appell’ 
Traite de M^canique, Bd. Ill (Paris 1909), S. 189—222. Vgl. ferner Anhang VI.’ 
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8 21. Eine Konstruktion von Schwarz und ein Satz von Brunn. 


I. Konstruktion von H. A. Schwarz. 


Wir wollen nun zeigen, daB wir in den Ergebnissen des zweiten 
Teils, namlich in der Symmetrisierung Steiners und im Auswakl- 
satz fur kouvexe Korper alle Hilfsmittel in der Hand liaben, um 
in der einfachsten Weise verschiedene andere Ergebnisse liber kon- 
vexe Kbper kerzuleiten, die in neuerer Zeit gefunden worden sind. 

Es sei M ein konvexer Korper mit inneren runkten. < B l und 
2 0 seien zwei Ebeuen, die sicb in einer Geraden a unter eineni 
Winkel a durcbscbneiden, der ein irrationales Vielfacbes des vollen 
Winkels ist, z. B. a = 1 |/2. Durck Symmetrisierung an ent- 
stebt aus SV ein konvexer Korper Mj; diesen symmetrisieren wir an 
0., und erlialten so den Korper Si 3 . Der wird wiederum an 
symmetrisiert, wodurcli Sf 3 entstelit. So fahren wir unbegrenzt fort, 
indem wir immer abwecbselnd an und <S 2 symmetrisieren. So 
entstelit eine unendlicbe Folge 



konvexer Korper, von denen die mit uugeraden FuBmarken n zu 0, 
und die mit geraden (n ^ 2) zu 0 O symmetriscb sind. 

Wir bebaupten, daB dieses Verfabren kouvergiert: 

Konvergenzsatz: Die Foh/e M 0 , ^ , Si\,,... konver(fieri 

Lim Vv n = 2 

n —V- oc 

</e(jen emeu konvexen Drebkdrper 2, der die Sclmittlinie a der Spmmetrie- 
ebenen mid 0 2 tils Drehachse hat. 

\\ enn das stinnnt, so kbnuen wir den Drebkorper £ aus ® 
und a sofort konstruieren. Eine Ebene seukreebt zu a scbueidet 
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namlich nach dem Ergebnis von S. 71 iiber die Symmetrisierung 
konvexer Bereicbe die Korper der Folge in flachenr/leichen konvexen 
Bereichen, trifft also S in der flachengleicben Kreisscheibe um a, 
da der Flacheninhalt genau so wie der Rauminhalt die Stetigkeits- 
eigenschaft bat (S. 61). Es ergibt sich somit folgende Anweisung: 

Man konstruiere in jeder Ebene senkrecht zu a, die $ trifft , die 
Kreisscheibe um a, die zum konvexen Schnittbereich mit $ fiaehenqleicfi 
ist\ alle diese Kreisscheiben erfallen den Drehkbrper 2. 



Diese Konstruktion (Fig. 16) ist von Schwabz bei seinem be- 

riibmten Beweise fUr die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel ver- 

wendet worden und wir wollen sie daber stets als ,.Konstruktion von 
Schwarz“ bezeichnen. 


II. Konvergenzbeweis. 

Der Beweis des Konvergenzsatzes gelingt mit unseren Hilfsmitteln 
ganz glatt. Zuerst baben wir die c/leichmafiige JBeschranktheit der 
Folge ST, STj, Si 2 ,... nacbzuweisen. Schlagt man um einen Punkt 
der Drehachse a eine Kugel > ST, so enthalt diese aucb alle ST n . 
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Denn bei der Symmetrisierung an <Sj bleibt 9D? in Rube, die Be- 
ziehung 3R > ergibt also 907 > Ebenso geht es bei den fol- 
genden Symmetrisierungen. 

Jetzt sind wir in der Lage, unseren Auswahlsatz anzuwenden 
(S. 62). Demnach gibt es in $t 0 , S \ 1 , M 2 , ... sicher eine konvergente 
Teilfolge ,, ® n2 , ff n3 , ... und wir wollen beweisen, daB ihr Grenz- 


korper 


2 = Lim ft 

k :c 


n 


k 


die Scbnittlinie a der beiden Ebenen und (5., zur Drebachse hat. 

Entkalt die Folge $? Ml , ft lj2 , ft* n3 ,... unendlich viele Elemente 

aus der Folge ft\, $ 3 , ft 5 . deren Korper zu <Sj symmetrisch 

sind, so ist offenbar 2 als Grenze syininetrischer Korper wieder zu 
symmetrisch. Entkalt ft nl , ft' #f2 , ft\ (3 ,... auch aus der Folge 
ft’ 2 , Slj, unendlich viele Elemente, so zeigt man ebenso die 

Symmetric von 2 zu S 2 . Da aber der Winkel zwischen ©j und 
als irrationales Vielfaches von n vorausgesetzt wurde, so folgt aus 
der Symmetric zu <B X und © 2 und aus der Abgeschlossenheit von 
2, daB in der Tat a Drebachse von 2 ist. Man kann namlich jede 
Drehung uni a beliebig annahern durch eine Aufeinanderfolge einer 
geraden Anzahl von Spiegelungen an S 1 und © 2 , was darauf hinaus- 
liiuft, daB man den Drehwinkel cp in der Form darstellen kann 


(f = n.2cc + rn. 2 7i + c, 

wo m und n ganz und | e | beliebig klein ist. 

Es bleibt noch der etwas verwickeltere Fall zu betrackten, daB 
die Folge der Zahlen 7ij, 7? 2 , nur endlich viele gerade oder 

nur endlich viele ungerade Zahlen entkalt. Wir wollen etwa die 
erste Annakme machen und, da fur die Konvergenzbetracktung die 
Streichung endlich vieler Elemente nickts ausmacht, gleick an- 
nelimen, daB die , n 2 , 7 / 3 ,... alie ungerade sind. Dann stebt die 
Symmetric des Grenzkorpers 2 zu lest und die Symmetric zu 

© 2 bleibt zu beweisen, wenn wir zeigen wollen, daB 2 die Gerade a 
zur Drebachse hat. 

Xach der in £ 19, VII, S. 78 bewiesenen Eigenscbaft der Sym¬ 
metrisierung bilden die Obertiiicken von ft 0 , ft\, ftv,,... eine ab- 
steigende oder jedenfalls nickt aufsteigende Folge positiver Zahlen 
und konvergieren daker gegen eineu bestimmten Grenzwert 0$j, der 
wegen der aul S. 61 bewiesenen Stetigkeit des Oberflachenfunktionals 
mit der Obertliicke von 2 zusammenfallt. 

Symmetrisieren wir nun alle Korper der Folge $ nl , $ m2 , 
und 2 an © a , so erhalteu wir die Korper S nl +1 , J? bS+ ", S,," 2*. 
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Da aber nack S. 69 
tauschbar sind, so ist 


Symmetrisierung und Grenziibergang ver- 


8* = Lim © 


k —>- co 


H 7 - + 1 


Die Oberflache von 2* ist daher gleich dem Grenzwert der 
Oberflachen,, der + d. h. gleich der Oberflache O fi von 2. Die 
Oberflache von 2 wird somit durch die Symmetrisierung von 2 an 
© 2 nicht vermindert und daher hat nach S. 78 2 eine zu ©, 
parallele Symmetrieebene %. Es bleibt noch zu zeigen, daB % mit 
© 2 zusammenfallt. 


III. Uber den Schwerpunkt. 

Das kann man am anschaulichsten durch die Einfuhrung der 

Schwerpunkte S n der Korper einsehen, die wir uns homogen mit 

Masse erfullt dfenken. Dann gelten zwei naheliegende Satze, deren 

strenge arithmetische Begrundung wir uns schenken wollen/da sie 

durch Grenziibergang aus den entsprechenden Satzen fur Vielfache 

gewonnen werden konnen, genau so wie wir die Eigenschaften von 

Rauminhalt und Oberflache begrundet haben. Es sind das die 
folgenden Satze: 

I. A us 

Lim $ = 2 

k —>- oo t: 

JoUft. fur die zugehdrigen Schwerpunkte 

Lim S = S a . 

k —oo k 

II. . Symmetrisiert man 9 an nach , 0 ist der Schwerpunkt 
Oj von Wj die senk - 

reclite Projektion ^ 

[der Normalrifi ) des ^ 

Schwerpunkts S von 

® auf 

Bei der Sy m- 
metrisierung von ^ 
werden ja die diin- 
nen Stabchen senk- 
reeht zu , aus 

denen wir uns $ Fig. 17 . • 

zusammengesetzt denken, senkrecht zu ©, verschoben, die senkrechte 

Projektion des Schwerpunkts auf kann sich also dabei nicht 

andern. Anderseits liegt aber S, sicher in der Symmetrieebene © 
von 1 
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Aus II. folgt, daB die Schwerpunkte S 1 , S 2 , S 3 ... von ® 2 , 
$... in einer Ebene senkrecht zu a liegen und dort die vor- 
stehende Figur 17 bilden. Nach I. liegt dalier der Schwerpunkt 
von £ auf a. Anderseits liegt er in X. Da aber © 2 und ^ parallel 
sein sollen, fallen sie zusainmen. 

Damit ist gezeigt, daB alle aus der Folge ^... aus- 
gewahlten konvergenten Teilfolgen gegen denselben Grenzkbrper 2 
streben, der sicli aus M (lurch die Konstruktion von Schwarz ergibt. 
Die Zahlenfolge der NachbarschaftsmaBe (S. bO) 

= *(*,,, 2 ) 

hat somit die Eigenschaft, daB jede Teilfolge gegen Null strebeude 
Unterfolgen enthiilt. Daraus folgt aber die lvonvergenz der ganzen 
Folge 

Lim 7V(ft M ,2) = 0. 

Damit ist gleichbedeutend 

2 = Lim$ ;i> 

n —>■ oo 

was wir zeigen wollten. 


IV. Ein Satz von H. Brunn. 


Es wurde bislier gezeigt, daB man die Konstruktion von 
Schwarz durch einen GrenzprozeB aus der Symmetrisierung Steiners 
herleiten kann. Aus den Eigenschaften der Symmetrisierung kann 
man dalier verschiedeue Folgerungen ziehen, von deneu die ein- 
fachste die folgende ist: 

Der Drehkiirper 2 , den man aus einem konvexen Kiirper $ und einer 
Achse a (lurch die Konstruktion von II. A. Schwarz herleitet , ist stets 
irieder honvex. 


Diesen schonen Satz hat auf ganz anderem Wege zuerst 
H. Brunn im Jahre 1887 iu seiner gedankenreichen Dissertation 
(Munchen) liber „Ovale und Eitiachen** hewiesen. H. Minkowski hat 
spiiter hemerkt, daB man hieraus einfach den Satz von der Minimum- 
eigenschaft des Kreises ableiten kann, niimlich etwa in folgender 
Weise. 


Es sei 53 ein konvexer Bereich in der Ebene z = 0. Im Baum- 
teil 0 ^ z ^ 1 bestimmen wir die Gesamtheit aller Punkte A , zu 
denen es Punkte B von 53 gibt, so daB der Winkel zwisclien der 
Strecke BA und der z-Achse ^ jt /4 ist. An der Gesamtheit $ aller 
dieser Punkte A weist man leicht die drei kennzeicknenden Eigen¬ 
schaften des konvexen Korpers nach (vgl. S. 43). Jede Ebene 
z = X j 0 ^ A ^ 1 t schneidet Sf in einem konvexen Bereich 53., dessen 
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GiundriB aul z — 0 cladurch definiert ist, daB die Entfernung seiner 

Punkte von 33 ^ X ist. Zwischen den Fliicheninhalten F, F. und 

Umfangen X, L } dieser „Parallelbereiche- 33, 33- besteht daher be- 
kanntlich die Beziehung 


F ? = F + LI + P, 
L y , = L + 2.t l. 


Die Konvexitat des Drekkorpers 2 um die r-Acbse. den man 
aus ® durch die Konstruktion von Schwarz gewinnt, ergibt die Un- 
gleichheit zwischen den Halbmessern der Parallelkreise in den Ebenen 

- = 0, = A, = 1 



V 


Nun ist aber 




7 V ~ = b 
A 7 0 1 > 


wir haben danach 


( 1 — *) r 0 + l ,-j. 

* g 2 = J, \.- *>\ 2 = J\ 


^ (1 - A) IF + l y/’, . 

Setzt man fur F ., und F 1 aus (1) die Werte ein, so folgt durch 
Quadrieren nach einigen Vereinfachungen 

A 2 - 4,-rFS0. 

Das ist die Ungleichheit fur die Minimumeigenschaft des Kreises, 
wie wir sie im ersten Teil dieses Buches hergeleitet haben (S. 31). Nur 
reicht der jetzige Beweis dafiir weniger weit als der alte, da wir 
uns jetzt auf konvexe Bereiche beschranken und da wir jetzt nicht 
bewiesen haben, daB das Gleichbeitszeichen nur fur den Kreis gilt, 

Diese letzte Tatsache ergibt sich aus einer Ferscharfung des 
Satzes von Brunn, die ebenfalls von diesem Geometer angegeben 
wurde und etwa so ausgesprocben werden kann: 

Eine „Zone“ des Drehkbrpers 2, der aus St durch die Konstruktion 
von Schwarz gefunden wurde, d. h. ein Stick von 2 zwischen zwei 
Ebenen senkrecht zur Brehachse ist nur dann Zone eines JDrehkegeU, 
wenn die entsprechende Zone von St Zone eines Kegels ist. 

Dabei braucht der zweite Kegel naturlicb kein Drehkegel zu 
sein und die Zylinder sind als Grenzfalle mit zu den Kegeln zu 
rechnen. Es wurde keine Sehwierigkeiten bereiten, diese Ver- 
scharfung mit unseren Hilfsmitteln zu bestatigen, indessen wollen 
wir bier darauf verzichten, da spater (vgl. § 22, V) eine ganz ent- 
sprechende Frage bekandelt werden wird. 

Es sei auch erwahnt, daB man die angefiihrtenErgebnisse von Brunn 
oder, was auf dasselbe hinauslauft, die Ungleichheit von Minkowski 
iiber den sogenannten „gemischten Flachenhalt“ (vgl. § 23, III) auf viel 
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elementarerem Wege gewinnen kann, als das liier geschehen ist, wie 
besonders einfach kiirzlich von G. Frobenius gezeigt wurde. 1 Wir 
haben also allem Anschein nach mit Kanonen auf Spatzen geschossen. 
Indessen hat unser Verfahren vor den einfacheren Methoden den 
erlieblichen Vorteil, dab es dazu ausreicht, den angeflihrten Satz von 
Brunn auf Raume von beliebiger Dimensionenzahl (// = 4, 5,...) aus- 
zudehnen. Wir wollen in § 22 insbesondere den nachst hoheren Fall 
n = 4 behandeln, dabei aber die Untersuchung- so wenden, dab wir 
uns nicht aus dem gewohnlichen dreidimensionalen Raume Euklids 
herauszubemUhen braucheu. 

V. Ein Satz von H. A. Schwarz. 

Bei unserer Ableitung der Schwarz schen Transformierten 2 
aus dem konvexen Korper $ durch Grenzlibergang ergibt sich, was 
hier nicht weiter benutzt werden soli, unmittelbar aus den Eigeu- 
schaften der Symmetrisierung: 

Zu'ischeu den Fauminhalttn und Oberfiiichen von $ und 2 be.dehen 
die Beziehuncjen 

m h\ = «A* ♦ Gj$ = , 

und zwar (jilt in der zweiten Beziehung nur in dem trivialen Falle 
das Gleichheitszeichen , da/S tine zur Drehachse von 2 par allele 
Drehachse hat. 

Diese Eigenschaft der Konstruktion von Schwarz ermoglicht 
das raumliche Problem vom Korper kleinster OberHache und ge- 
gebenen Inhalts auf ein ebenes Problem zuriickzufUhren, namlich 
die Meridiankurve der Drehtlache zu bestimmen, die die Minimum- 

4 

forderung befriedigt. Das ist der Grundgedanke des beruhmten Be- 
weises von Schwarz fttr die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel. 
Man.sieht daraus, in welch inniger Beziehuug- die Ideen von Steiner, 
Schwarz, Brunn und Minkowski stehen. 

§ 22 . Satze von Brunn urid Minkowski. 

I. Lineare Scharen und konvexe Scharen konvexer Korper. 

Ls seien $ 0 und inf end ztcei konvexe Korper . F 0 ein beliebiger 

Funht von und F x ein beliebiger Punht von ffj. //7r honstruieren 
den Funht 

^ = (1 - &)P 0 + frP l9 

der die Streche F 0 F x nn vorgegebenen lerhiiltnis ft : 1 — ft teilt . 


^ gl* S. 40, 41 dieses Buches. 
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Halten ivir ® 0 , ^ und & fest und las sen wir P Q und P 1 die Kdrper 

und % durchwandern, .10 besclireibt P# ebenfalls einen korwexen 
Kdrper den wir mil 

-a 

oezeichnen wollen. 

Die Beschranktheit und Abgeschlossenheit von ft 0 und ft hat 
namlich auch die von ft,, zur Folge. Sind ferner P, und qJ zwei 
Punkte von ft,,, so liegt ihre Verbindungsstrecke in ft,,, denn aus 

P* - <1-&) P 0 .+& p,, 

Q& — (i ft) Q 0 + ft Qi 

folgt durch Linearkombination 

(i - 0)P,+ 0Q, = (1 -#){(1 - 0)P O + 0Q o \ + d-\{l-0)P, +0<2,} 

O^ 0^1 

und die beiden durch die geschlungenen Klammern angedeuteten 
Punkte liegen in ft 0 und ft r 

LaBt man & die Werte 0 ^ ,9 ^ 1 durchlaufen, so beschreibt 

dle Jineare Schar“ konvexer Korper, die ft 0 und @ 1 verbindet. 

Solche Scharen durften im AnschluB an Untersucbungen Steiner s 

zuerst in der Dissertation von Brunn betrachtet worden sein. 

Fiir das Spatere wird uns folgender Satz von Nutzen sein, der 

den Zusammenhang zwiscben den Randpunkten der Korper einer 
Linearschar verdeutlicht: 

Zwei Punkte P 0 und -P, von ft 0 und ft, ergeben durch Linear- 
kombination 

>* = (i — &)p 0 + ftp i 
dann und nur dann einen Randpunkt von 

% = (1 - ft) K + .9-ft, 

I 0 < .9- < 1 j, 

wenn P o und P i Randpunkle von ft 0 und ft, .und, durch die es gleich- 
sinnicj parallele St'utzebenen an diese beiden Kdrper qibt. 

„Gleichsinnig parallele Stiitzebenen" soil heiBen St’utzebenen mit 
gleicbsinnig parallelen, nacb auBen gerichteten Normalen an ft' und 

ft r Man sieht das so ein (vgl. die Fig. 18, die die analoge°Kon- 
struktion in der Ebene veranschaulicht): Die Kdrper 

(*) (1 - ft) P„ + ft ftj und (1 - , 9 -)ft 0 + ,9 p i t 

die zu ft, und ft 0 ahnlich liegen, entbalten den Punkt P und sind 
m ft„ enthalten (in der Figur ist ,9 = i / 2 und die Kdrper sind 

eng schraffiert). Es muB also durch P an diese beiden Kdrper (*) 
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eine gemeinsame Stutzebene geben, wenn P i7 Randpunkt von sein 

soil. Dann gibt es aber in der Tat an die ahnlich liegenden Kor- 
per$ 0 , $1, in den entsprechenden Punkten P 0 und 1\ gleicbsinnig paral¬ 
lel Stutzebenen. Diese Bedingung ist aber often bar aucb binreicbend. 




is. 


Hieraus folgt z. B.: Sind G 0 und C£j gleichsinnig parallele Stutz- 
ebenen von M? 0 und St'j, so ist (1 — ik) (X* 0 -f rMI', die pleichsinnip paral¬ 
lel Stutzebene an Die Stutzfuuktionen kombinieren sicb dem- 

nacli ebenfalls linear. 

Es kommt uns besonders darauf an, einen Satz von Brunn zu 
beweisen, dessen Bedeutuug spiiter durcli Minkowski jns recbte 
Licht geriickt wurde und den wir mittels des friiber (S. 51) ein- 
gefubrten Begriffs der konvexen Funktion so aussprecben konnen: 

Hauptsatz: Die dritte ll’urzel arts deni Banminhalt J{ik) des 
harpers der linearen Schar 


M = (1 - ik) ff 0 + i ( k Stj 

ist eine (nach oben) konvexe Funktion des Parameters ik \ 0 ^ fk ^ 1 }. 

Dm das zu beweisen, fubren wir au!3er dem BegritYe der linearen 
Schar nocli den umfassenden Begriff der „konvexen Schar“ konvexer 
Kdrper ein in Analogie zum Begriffe der konvexen Funktion: 

Fin Sifstem konvexer harper sei e indent ip auf die Werte 

des Parameters {k auf der Strecke 0 ^ ik ^ 1 bezoqen . Der harper , 
der dem Parameterwert 

P = lk x + / 3 fk t 

/ a ^0, /, + A a = 1! 

entspricht , soil stets den harper 
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enthalten , der der linearen Schar zwischen urd anqelidrt 

t 0 = = 1 > 0 =! = 1 i- 1vas u'ir in Zeichen so ausdr 'uchen: 

*/, + X*> “j" /)«j 

dann uollen wir diese Schar konvexer Kdrper als honvex hezeichnen. 

•Jede Linearschar ist konvex. aber nicht umgekehrt. Wir wollen 
nun zusehen, wie die Symmetrisierung auf konvexe Scharen wirkt 

II. Symmetrisierung konvexer Scharen. 

Wir wollen zeigen: 

Sijmmetnsiert man die konvexen Kdrper einer konvexen Schar an 

derselben Grundehene z = 0, so erh'dlt man stets xcieder die Kdrper 
einer konvexen Schar r 

(Fig. 19). 

Es seien niimlich 
und zwei 

konvexe Korper der 
symmetrischen Schar, 
die aus den Korpern 
und der ur- 
sprunglicken Schar 
entstanden sind; P* 
ein Punkt von ft'S, , 

P 2 * einer von und 
z } und z 2 ihre z-Ko- 
ordinaten. Dann gibt 
es auf der Parallelen 
zur z-Achse durch P* 
zwei Punkte P l , P^ 
von mit der Ent- 



. Wr 


Fig. 19. 


fernung 2\z 1 \ und auf der Parallelen durch P 9 * zwei Punkte P P ' 

*» 2 I *s I • Kombiniert £j& 

gleichgenchteten Strecken P 1 P l \ P 2 P 2 linear 

? 1 + A 2 p~pz 

so enthalt man nach Voraussetzung eine Strecke im Korper 

wegen der Konvexitat der ursprunglichen Schar. Durch Symmetri 

sierung an , = 0 geht daraus eine Strecke PF hervor X m 
symmetri si erten Korper 01 ’ die lm 

+ x, >% 
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liegt. Diese Strecke kann man aber geradewegs durch Linear- 
kombination der zu z = 0 symmetrischen Strecken 

PP' = A, P * P/* + A 2 > 2 * P 2 '* 

finden. Darin liegt aber die Konvexitat 

+ a, ^ A, «, + A 2 #5, 

der symmetrisierten Schar. 

Insbesondere folgt aus unserem Satze, daB man aus einer 
linearen Schar konvexer Korper durch Symmetrisierung eine kon- 
vexe Schar konvexer Korper erhiilt, die aber, wie man sofort an 
Beispielen sehen kann, nicht wieder linear zu sein braucht. 

Nehmen wir etwa zwei zu z = 0 nicht senkrechte Strecken. 
Kombiniert man diese Strecken linear, so erhiilt man im allgemeinen 
\ ierflache und durch deren Symmetrisierung an z = 0 Vielfache mit 
sechs Begrenzungstliichen. Symmetrisiert man hingegen zuerst die 
Strecken an z = 0, so erhiilt man Strecken in z = 0 und daraus 
durch Linearkombination wieder Strecken von z = 0, also ein an- 
deres Ergebnis. Wir kommen auf die Frage, wann die Linear¬ 
kombination mit der Symmetrisierung vertauschbar ist, spater(§22, IV) 
zuriick. 

III. Beweis des Satzes von Brunn iiber die Rauminhalte 

der Korper einer linearen Schar. 

Mit dem Hilfsmittel von II. sind wir jetzt in der Lage, den 
S. 94 angekiindigten Hauptsatz zu beweisen, daB namlich fur die 
Rauminhalte J {ft) der Korper einer linearen Schar = (1 — #)ST 0 
ft® x die Beziehung gilt, daB 



eine konvexe Funktion des Parameters ft ist. 

Nehmen wir drei Ebenen © 3 , @ 3 an, die einen einzigen 
Punkt M gemein haben und von deren Winkeln mindestens zwei 
irrationale Vielfache von n sind. Wir symmetrisieren die Linear- 
schar ST, an und erhalten dadurch eine konvexe Schar Da- 
raus durch Symmetrisierung an <S 2 die Schar hieraus weiter 
durch Symmetrisierung an* @ 3 . wird dann wieder an 
symmetrisiert usf. Die Schar $3 ( 7 / = 1,2,3,...) ist konvex nach II. 
und der Rauminhalt eines Korpers aus Si'S ist derselbe wie der des 
entsprechenden Korpers wegen der Invarianz dieses Funktionals 
gegentiber der Symmetrisierung. 
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Die Folge von Korpern ft*,.., die auf diese Art aus 

emem Korper ^ entspringt, konvergiert gegen eine Kugel 3, mit 
deni Mittelpunkt M 

2# = Lim $5 . 


n —>- co 


Man beweist namlich genau ebenso wie in § 21, II, III, da8 jede 
konvergente Teilfolge gegen einen Grenzkorper konvergiert, der zu 
®i> ® 2 > ®3 symmetrisch sein mu6, also nur eine Kugel sein kann 
Die Beschranktheit der Folge erkennt man wieder so, daB man urn 
M eme Kugel schlagt, die enthalt: diese Kugel enthalt dann 
auch alle Korper der Folge S',?. Die Grundlage des Konvergenz- 
beweises bilden einerseits der Auswahlsatz, anderseits die Eigen- 
schaften der Symmetrisierung. 

Wir haben (S. 61) 

J (8J = Lim = J{&). 

n —>- cc 

Anderseits folgt aus der Konvexitat der Folge 
durch den Grenziibergang n —>■ oo 

2;., i>, + Ao i> 2 = Aj 2^ -f- A 2 2#.,, 

d; b. die Schar der konzentrischen Kugeln 8* ist auch konvex. Das 
gibt aber fur die Halbmesser r(&) der Kugeln 8* die Beziehung 

r (* i + * 2 & 2 ) ^ A, r (<9-,) + A 2 r (& 2 ) 

und die entsprechende Beziehung fur die den Halbmessern pro- 
portionalen dntten Wurzeln aus den Rauminhalten 

. ^ a O 


( 1 ) 


V J (A, + K 

Da die Funktion 






mcht negativ, also nach unten beschrankt ist, so ist in der Formel fli 

ihre Konvexitat im Intervall Osjsi enthalten und damit die 
Lehauptung bewiesen. 

Es bleibt nun noch die Frage zu erledigen, wann in (1) das 
Gleichheitszeichen gilt, wann also ein Stuck der konvexen Kurve 

y = 

fon d TT lg - 7 erla , uft q Dazu brauchen wir nur unsere Betrachtungen 
von II. uber die Symmetrisierung konvexer Scharen zu erganzen 

indem wir feststellen, wann bei der Symmetrisierung eine Linear’ 

schar wieder in eine Linearschar konvexer Korper iibergeht. 

Blaschkk, Kreis und Kugel. ^ 
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IV. Symmetrisierung linearer Scharen. 

S01 

% = (1 - ft) 


eine lineare Scbar konvexer Korper. Wir symmetrisieren jeden 
Korper toy der Scbar j Q < >9- ^ 1 j an derselben Ebene z — 0 und 
fragen, wann die so entstandenen konvexen Korper toy* wieder eine 
lineare Scbar bilden: 

V- (1 - *)V+ 


Wir nebmen in z = 0 einen Punkt P n so an. dab die Lot- 

U 

recbte, d. b. die Parallele zur z-Aclise durcb P Q die Korper to 0 und 
to 0 * in Strecken Q 0 P 0 = Q 0 * JV 0 * scbneidet, deren Lange von Null 
verscbieden ist, was sicber moglicb ist, wenn, wie wir annebmen 
wollen, toy, Slj und daber auch to 0 *. to^ innere Punkte entbalten. 
Durcb Q 0 * gebt (mindestens) eine Stutzebene 0 O * an to 0 * und durcb 
P 0 * gebt dann die zu 0 O * beziiglicb z = 0 symmetrische Stlitz- 
ebene $ 0 *. 

Wir zeicbnen die zu © 0 * und £ 0 * gleichsinnig parallelen Stiitz- 
ebenen ©,* und % x * an toj*. Das ist so gemeint: die Ebenen 0 O * 
und 0,* z. B. sollen nicbt nur parallel sein, sondern die gericbteten 
Normalen aus dem lnneren von to' 0 * auf © 0 * und aus dem Innern 
von toy auf 0," sollen aucli ihrem Sinne nacb parallel laufen. Es 
seien Q x *, ft* zwei zu z = 0 symmetrische Punkte, die die Stiitz- 
ebenen ©j*, £j* mit Sty* gemein baben und P x der Halbierungs- 
punkt der Strecke Q x * ft x * (Fig. 20). 

Nebmen wir nun an, daB die symmetrische Scbar linear ist, so 
sind nacb dem Ergebnis von S. 94 oben die Ebenen 

©/=(! - ft) © 0 * + ft 0j*, 

V=(1 -*)V+*V 


Stiitzebenen 


von My*, die mit diesem Korper die Punkte 


V=(i - ft)Q 0 *+ ftQf, 
l - ft) V 4 - ft ft* 


gemein baben. Bringt man also immer die Lotrecbte durcb 


P , = (1 - &) P 0 + & P x 

mit dem Korper toy* zum Scbnitt, der demselben *9* entspriclit, so 
erhalt man die lineare Scbar der lotrechten Strecken Q.* die 

einen oben und unten geradlinig begrenzten konvexen Bereicb *53* 
(ein Trapez) erfullen, wenn P 0 =|= P x ist. 
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Bringt man nun die Lotrechte durch P ebenso mit dem ent- 
sprechenden Korper ft, zum Schnitt. so erhalt man. wie sicb aus 
der Definition der Linearschar ergibt, eine konvexe Schar von 
btrecken Q a B a , die fur P 0 =j= P i einen konvexen Bereich 93 erfiillen. 
Da aber 93 ' aus 93 durch Symmetrisierung entsteht und 93* eiu 
Trapez ist, so kann auch 93 nur ein Trapez sein, d. h. die Schar 
der btrecken ist ebenfalls linear: 


«* = (! ~ & )Qo + # < 2 , , 
=(! - 

Aus unserem Satz liber den Zusammenhan 
emer Linearschar (S. 93 unten) ergibt sich: 1st® 

konvexer Korper * 


g der Randpunkte 
eine lineare Schar 


= (! ~ 

und Q^ eine lineare Schar von Randpunkten der $, } 

= (^ ~~ &) Q 0 -f- I) Q i f 



7 * 


o; 

Fig. 20. 
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Sat x c von Sell war x , 

so gibt es in den Punkten Q# an die Korper ^ gleichsinnig paral¬ 
lel Stiitzebenen. 

Damit haben wir gefunden: 

Soli eine lineare Schar 

= (1 - O) $' 0 4- 

konvexer Korper mit inneren Punkten durch Symmetrisierung an einer 
waqerechten Ebene wieder in eine Linear schar iiberpehen , so ist dazu 
notwendii /, dafi sick die lotrechten Sehnen Q 0 7 > 0 , Q l P l von und 
so zu Paaren anordnen lassen , dap stets durch die Punkte § n und 
i/leichsinnip par allele Stiitzebenen an und ^ existieren und pleich- 
zeitip durch 7? 0 und P x ebenfalls. 

Die Fig. 20 verdeutliebt die entspreebende Bezieliung fur den 
2-dimensionalen Fall. 

Man sieht leiebt, daB die gefundene Bedingung aucli binreiebt. 
wovon wir aber keinen Gebrauch macben werden. 

V. Minkowskis Erganzung zum Satze von Brunn. 

Aus dem Ergebnis von IV konnen wir nun den ScbluB zieben: 
Eine lineare Schar 

»* = (!- O)® 0 -j- 

ffeht 7iur dann bei jeder beliebipen Symmetrisierung immer wieder in 
eine lineare Schar iiber , wenn und Si^ 1 dhnlich sind und dhnlich 
lie pen. 

Es seien namlich © 0 und zwei gleicbsinnig parallele Stiitz- 
ebenen an W 0 und die mit Sl 0 und ^ etwa nur je emeu Punkt 
Q t) , Q 1 gemein baben. Zielit man dann durch Q 0 und Q 1 zwei be- 
licbige parallele Sebnen Q 0 P 0 , Q x P x von $ 0 und S lf so miissen 
stets durcb // 0 an M 0 und durcli L\ an parallele Stiitzebenen 
gehen. Das ist offenbar nur moglicb, wenn $ 0 und ^ almlicb sind 
und iibulicb liegen. 

Jetzt sind wir in der Lnge, folgende Erganzung zu dem in 111. 
bewiesenen Satze von Brunn zu erbriugen: 

Die drittc llurzel aus dem Pauminhalt 

V 

der harper Si einer lincarcn Schar konvexer Korper mit inner en Punkten 
ist nur m dem trivialen Falle eine lineare Funktion von O y wenn alle 
Korper Sl (> der Schar dhnlich sind und dhnlich lie pen. 

Dies wurde ebenfalls von Brunn ausgesproeben, aber durcb 
Minkowski zuerst streng bewiesen. Aus uuseren Uberlegungen er- 
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gibt sicb diese Erganzung so: Liegen die nicht abnlicb, so kann 
man die Schar so symmetrisieren, daB die entstehende Scliar sym- 
metrischer Korper konvex, aber nicbt linear ausfallt: 

> (1 - &) 9 0 * + 

\0 < & < 1 }. 

Dann ist nacb unserem urspriinglichen Brunn scben Satz die 
Funktion 

<p w = V^ai - w+ 

konvex (moglicherweise linear). Die Funktion 

hat mit <?{&) die Endpunkte & = 0, & = 1 gemein, hat aber fur 

°< , ' y '< 1 Werte, fur die sie > rp(&) ist. kann also nicht linear 
sein, w. z. b. w. 

Es ist vielleicbt folgende Bemerkuug bier auffallend: Wenn wir 
den ursprlinglicben Satz von Brunn als bewiesen annebmen. so er- 
gibt sicb, A\ie wir das durcbgefubrt baben, die Erganzung 44 auf 
vbllig elementarem W ege obne jeden Grenzubergang einfacb aus 
den Eigenscbaften der Symmetrisierung beraus. Im Gegensatz dazu 
empfangt man bei den Untersucbungen von Brunn und Minkowski 
den Eindruck, als ob die Hauptscbwierigkeit erst in der „Erganzung‘ < 
gelegen ware. In diesem Punkte zeigt sicb also Steiners Metbode 
der Symmetrisierung den anderen Hilfsmitteln uberlegen. 


VI. Ungleichheiten von Minkowski. 

Wir wollen darauf verzicbten, die allgemeinen Ungleicbbeiten 
liber den „gemiscbten Rauminbalt" konvexer Korper wiederzugeben 
in denen Minkowski den Satz von Brunn gefaBt bat, sondern wollen 
uns darauf bescbranken, die Folgeruugen zu erwabnen. die Min- 
kowski fur die Kugel gezogen hat. 

Es sei £' 0 ein konvexer Korper, dessen Begrenzungsfliiche wir 
.jetzt als stetig gekrummt voraussetzen wollen. urn die Formeln der 
Differentialgeometrie darauf anwenden zu konnen. Die auBere 
Parallelflache im Abstande Eins begrenzt dann ebenfalls einen kon 
vexen Korper S r Wir betrachten die lineare Schar konvexer Korper 

«* = (! ~ - 5 -)+ &9 lt 


Os,fsi, 

deren Begrenzungsflachen untereinander parallel sind, 
von $ 0 die Entfernung & baben. 


und zu der 
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Der Rauminhalt J (/>•) von ft ,, driickt sich dann nacli Steiner 1 
durcli die Forinel aus 


-/(.*>) = J + O & + MO 2 + & 3 . 

o 


Dabei bedeuten */ und O Hauininbalt und Obertiache von ft 0 . 
d/ ist eine von Steiner neu eingefiibrte Integralinvariante von ft 0 . 
das sogenannte Integral der mittleren Kruinmung 



wobei der Ausdruck in der Klammer die mittlere Krummung und 
(l O das Obertlachenelement von ft 0 bedeutet. 

Nach unserem Satze von Brunn-Minkowski ist die Funktion 


konvex und nicbt linear, wenn ft 0 und ft^ nicbt iihnlich liegen, d. h. 
wenn ft 0 keine Kugel ist. 2 Wir haben also 


1 I 
I 3 


—^ 0 fur alle & 


0. 


Man tindet 


- I ■'(&) J(&)'’=(0--3JM)+(MO- 12 7t ■/) i'A + (M- -4.tO] ,‘> 3 


Es ist also jedenfalls 


(I1 O 2 - 3 JM ^ 0 , 

U M 2 - 4,tO^O. 

Diese Ungleichheiten zwischen den Invarianten •/, M , 0 riihren von 
Minkowski her. Aus ikuen lolgt unsere alte Ungleichheit von Schwarz 

01) 0 3 - 36 J- > 0. 


bur den Fall der Kugel gilt in alien drei Beziehungen das 
Gleichheitszeichen. tber die Gesamtheit der konvexen Korper, die 
in der ersten oder zweiten Ungleichheit (I) das Gleichheitszeielien 
ergeben, erhalten wir aus unserer ScliluBweise aucli durch die Er- 
ganzung des Satzes von Brunn keinen AufschluB. \\ old aber er- 
kennt man, daB in beiden Formeln (I) und daher in (IT) das Gleich- 


• • 

l Ubcr parallele Flaohen. Gesammelte Werke II, S. 178—176. 

D.ali nur cine Kugel zu ihren Parallelkorpem iihnlich liegt, bewcist man 

bo: Es sci ft 0 ein derartiger Korper, « eine Kugel. Dann sind die Korper 

(1 - 'Oft'o + *>£ zu den Parallelkorpem von ft 0 , also zu selbst iihnlich. 

Dann muB aber aueh 2 = Lim |(1 - £| fur & -v 1 zu iihnlich seiu, 

w. z. b. w. 
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heitszeichen nur fiir die Kugel stimmen kann. Damit sind die Haupt- 
ergebnisse von § 19 aufs neue gewonnen. 

Merken wir uns das neue Ergebnis an: Unter alien honvexen 
Korper n von gegebener Oberflache hat die Kugel das hleinste Integral 
der mittleren Krummung (Minkowski). 

Es sei erwahnt, daB die Gleichkeit M l — 4 71 0 = 0 nur fur 
die Kugel eintritt, wahrend, wie ebenfalls Minkowski angegeben 

hat 1 , O 2 — 3 J M = 0 auch fiir gewisse nicht kugelformige Korper 
moglich ist. 


VII. Uber einen zweiten Beweis fiir J/ 2 — 4;r0>0. 

Der im zweiten Teil dieses Buches entwickelten Theorie laBt 
sich eine verwandte gegenuberstellen, auf die man dadurck kommt, 
daB man die Symmetrisierung Steiners, wie wir sie bisher immer 
verwendet haben, durch eine neue Symmetrisierung ersetzt. Wir 
beschranken uns darauf einiges Wenige dariiber mitzuteilen. 

Es sei ® ein beliebiger konvexer Korper, der zu ® beziiglich 
einer Ebene <S symmetrische Korper. Wir linden aus ® und 
durch Linearkombination (S. 92 unten) den Korper 

der © als Symmetrieebene hat. Diesen tJberg any von ® zu wollen 
wir als neue Symmetrisierung an der Ebene @ einfuhren. 

Die drei wichtigen Eigenschaften dieser neuen Symmetrisierung 
sind die folgenden: 

1 . Der neue Korper ist wieder konvex. 

2. Der neue Korper ff* hat dasselbe Integral der mittleren 
Krummung wie der alte 

M = ]I*. 


3. Die Oberflache des neuen Korpers ist stets groBer als 
die des alten $ 

0 < 0 *, 

wenn ® kerne zu <S parallele Symmetrieebene hat. In diesem Aus- 
nahmefall sind ® und kongruent und daher ist dann 

0 = 0 *. 

Man kann diese Eigenschaften auf ganz entsprechendem Wege 
beweisen, wie fruher die drei Eigenschaften (S. 46) der Sym- 
metnsierung Steiners bewiesen wurden. Zu Punkt 2 ist dabei zu 


1 Gesammelte Abhandlungen II, S. 259. 
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bemerken. dab man die Definition des Integrals der mittleren 
Krummung, das in VI. nur fur stetig gekrummte konvexe Korper 
erklart wurde, naturlicb auch auf beliebige konvexe Korper aus- 
dehnen kann, abnlicb wie wir die Begrifie Rauminbalt und Ober- 
fiiiche, die zuniicbst nur fur Vielfache bekannt waren, auf beliebige 
konvexe Korper ausdehnen konnten (vgl. Forinel (9) S. 110). 

Genau dieselbe Uberlegung. die von der alten Symmetrisierung 
zur Ungleicbbeit von Schwarz 

0 :i - 3(>7r./ 2 ^0 

gefiilirt bat, ergibt, wenn man die neue Symmetrisierung zum Aus- 
gangsjjunkt nimmt, die Ungleicbbeit Minkowski s 


daB 


M 2 - 4 , 70 ^ 0 . 

Audi ftibrt die neue Symmetrisierung soi'ort zu der Erkenntnis. 


M- - 4 i 0 = 0 


nur bei der Kugel eintritt. 


§ 23. Erganzungen. 1 

I. Literatur. 

Die grundlegenden Arbeiten zu der in diesem dritten Teil vor- 
getragenen Tbeorie sind die Scbrift von Schwarz, Beweis des Satzes, 
daB die Kugel kleinere Obertliicbe besitzt, als jeder andere Korper 
gleichen Volumens (Gottinger Nacbricbten [1884] S. 1 — 13, Gesam- 
melte Abbandlungen II [lb90], S. 327—340). Dann die Scbriften 
von Brunn ..Ovale und EifliLcben u (Milncben 1887) und ..Kurveu 
obne \\ endepunkte** (Mimcben 1889) und scblieBlicb Minkowskis 
..Volumen und Oberfiiicbe*‘ (Matbem. Annalen 57 [1903], S. 447—495, 
Gesammelte Abbandlungen II [1911], S. 230—276). 

jMinkowskts Beweis flir die Erganzung zum Satze von Brunn 
ist in jiingster Zeit von ,T. Radon (Wiener Akademiebericbte 1916) 
erbeblicb vereinfacbt worden. 

Die Ungleicbbeit M' 1 — 4 i O ^ 0 bat aucli Hurwitz bewiesen, 
und /war mit Hille von Kugelfunktionen in der scbon erwabnten 
Abbandlung ,,Sur quelques applications g^ometriques des series de 
boiRiER“ [Annales de fecole normale sup^rieure (3) 19 (19024, 
S. 357—408]. Man vgl. dazu im Folgenden S. 109. 

Hilrkrt bat die Tbeorie von Minkowski zum Teil neu be- 
giiindet mit Hilfe der Integralgleicbungen in seiner secbsten „Mit- 

1 Kami iibcrgaimen werden. 
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teilung" (Gottinger Nachrichten 1910, S. 355—417, abgedruckt in dem 
Buche: Grundzlige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral- 
gleichungen, Leipzig und Berlin 1912, S. 242—258). 

Die Addition von endlich oder auch unendlich vielen konvexen 
Kurven ist fur Zwecke der analytischen Zahlentheorie von H. Bohr 
untersucht worden; Oversigt over det Danske Videnskabernes Sels- 
kabs Forbandlinger 1913. 

Elementare Beweise zum Satz von Brunn liber die Querschnitte 
eines konvexen Korpers wurden schon auf S. 40 unten angefukrt. 
Es sei bier in Klirze darauf kingewiesen, wie einfach man diesen 
Satz mittels trigonometrischer Reihen ableiten kann. Ich hatte 
eine solcbe Herleitung in den Jakresberichten der deutscben Matke- 
matikervereinigung 23 (1914), S. 232—234 gegeben. Den folgenden 
noch durcksicktigeren Beweis verdanke ich Herrn W. Wirtinger. 


o 


2 ,-T 


2.T 


II. Ein Lemma von Wirtinger. 

Es sei f{cp) eine Funktion von der Periode 2 >t, deren Differential- 
quotient f' [(f) von beschrdnkter Schwankung ist. JDann folgt aus 

Jm 

die TJngleichheit 

f m 2 dcp^fr [cf? 

o 0 

und darin gilt das = Zeichen nur, wenn f(cp) die Form hat: 

f (cp) = a cos cp -f- h sin cp . 

Der Beweis fur diesen Satz, dessen Voraussetzungen sich nock 
verringern lassen 1 , gelingt aufs einfachste, wenn man die Fourier- 
Koeffizienten von f(cp) und f[<p) benutzt. Es sei 


2 -~* 2 .-r 

7 ta n~ f f M cos ncp ■ dcp, ft b n = C /’'(y)sin n cp ■ dtp, 

o o 

dann ergibt sich durch Integration nach Teilen fur die Koeffizienten 
von f( 7 ): 



Die sogenannte Vollstandigkeitsrelation des FouaiERschen Ortho- 
gonalsystems gibt wegen a 0 = a 0 = 0 die Gleickungen: 


1 Es genugt, die Integrierbarkeit von f zu fordern. 
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2 rx 


oo 


J fty? d <P = 71 2 


«n 2 + b n * 


<1 


2 .T 


1 

OO 


Jf'i'ffd'f = ^ 2^'" 2 + *»*)■ 

0 1 

Daraus folgt aber (lurch Subtraktion die Richtigkeit des Lemmas 

VOn WlRTINGER. 


HI. Anwendung. 

Es sei nun /? 0 (y) die Stutzfunlition eines konvexen Bereichs s 33 0 
in der Ebene z = 0. d. h. 33 0 sei durch die Beziehungen 

x cos rp + y sin cp ^ h Q ((f), z = 0 

erkliirt und tiir jeden Wert von (p soil es mindestens einen Punkt 
.v, y von s ^ 0 geben, fur den das Gleicliheitszeichen gilt. Ebenso sei 
in der Ebene z = 1 ein zweiter konvexer Bereich SBj mit der Stlitz- 
funktion h x [(f) definiert 

x cos (f -f- y sin cp ^ /q ( rp ), z = 1. 

Dann enthalt die Ebene z = »9* (0 < & < 1) den Bereich 

a* cos (p 4- ?/ sin ( f ^ (1 — .9-) // 0 (cp) + ,7- /q (cp) 

als Durchschnitt mit der konvexen Htille von 93 0 und 53j. Es ist zu 
zeigen, daB die Wurzel aus dem Flacheninhalt von Q3 tl) 

fmj. 

eine konvexe Eunktion ist 

Man tindet den Flacheninhalt F aus der Stiitzfunktion h durch 
die Formel 

2.1 

(*) 2 F = JV 2 - h'*)dq>. 

b 

Das gibt in unserem Fall 

F(fr) = (1 - .*)*/;,+ 2(1 - x<P)frM+ &*F X , 

worin /' 0 und 1 ^ die Inhalte von 33 0 und ©j und M der von Minkowski 
eingefiihrte „yemischte Flacheninhalt" dieser beiden Bereiche ist 

2,-r 

( * ) 2 M = f (h 0 //j — // 0 ' /q') d(p. 

o 

Die. Stiitzfunktion h (cp) hat dabei stets einen Differentialquo- 
tienten (im Sinne von S. 51) und dieser ist, wie man zeigen kann, 
in der Tat von beschrankter Schwankung. 1 

1 Jahresbericht der Mathem. Vcr. 23 , S. 230. 
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. Beachten wir nun, daB sich die Umfange L 0 und L x von 
und 5^ durch die Formeln ausdriicken: 


(L) L 0 

so daB die Funktion 
der Bedingung 


genugt. 

Wenden wir auf 



sie das Lemma an, so iindet sicli 


(F) 

oder 


Aus 




folgt aber 



und daher ist schlieBlich 


Diese von Minkowski angegebene Beziehung (M) zwischen den 
beiden Flacheninhalten und dem gemischten Inhalt ist der ana- 
lytische Ausdruck fur die Konvexitat von 



AuBerdem erkennt man aus unserem Lemma, daB das Gleichheits- 
zeichen nur gilt, wenn <8 0 und $8 1 ahnlich sind und ahnlich liegen. 

Die vorhergehende scharfere UDgleichheit (F) ist auch von 
Frobenius angegeben worden. 1 

Ist iBj ein Kreis vom Halbmesser Eins, also 

. , h i (<p) = 1 , 

so wird 

2 M = L 0 

und 

= 7i, L 1 = 2 7i 

also ergibt sich aus (M) wieder unsere alte Formel 



4 7i F, 


0 



1 Berliner Akademieberichte 28 (1915), S. 397. 
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IV. Ubertragung von Wirtingers Lemma anf die Kugel. 

Es sei kurz darauf hingewiesen, dab es in der Geometrie auf 
der Kugelflache etwas ganz Entsprechendes gibt zu dem Lemma 
Wirtingers und wie wir dieses mittels trigonometrischer Entwick- 
lungen bestatigt haben, so laBt sich der entsprecbende Satz mittels 
Kugelflachenfunktionen herleiten: 

Anf einer Kugelobc rflii c he nm den Ur sprung sei eine regulare ana- 
h/tische Funlition f erhldrt , deren Mittelwert verschwindet: 


(1) j f • dco = 0. {dco Flaclienelement der Kugel- 

Dann ist stets 

(2) jndco^.\f Af-dco, 

u'cnn A f den Differentialparaineter erster Ordnung von E. BELTRAMI 
hedeutet} JJas Gleic/iheitszeichen gilt nur dann , icenn f die Form hat: 

(3) f = a .v + 4// + cr. * 

Ist namlicb 

W /’ = a;, + A' + x 2 + ... \x 0 = o! 

die Entwicklung von f in Kugelflachenfunktionen, so kann man 
daraus i’iir den zweiten Difl’erentialparameter von f mittels der 
DifYerentialgleichung der Kugelfunktionen 

(5) ' J 2 .\; + i*(h + 1)A;-0 

unschwer 2 die Entwicklung herleiten 


CO 


( 6 ) 


- >•«(" + 1 ) - Y „ • 


Nacli einer Formel von G. Green 3 ist aber 



Da die Kugelfunktionen ein vollstaudiges Orthogonalsystem bilden, 
ergibt sicb daraus: 


1 Man sobe etwa G. Scheffers, Theorie der Fliieben, Leipzig 1913, S. 42S, 
wo an Stelle von J f = A ff gesehrieben ist, oder G. Darboux, Lemons snr la 
I heorie g6n6ralo des Surfaces III (Paris 1894), S. 194. Die Integrationen sind 
iibor die Gesamtoberflaebe der Kugel zu erstrocken. Die Voiaussetzungen 
kdnnten aueh bier eingesebrankt werden. 

Man benutze dazu die Formel von Green fg . J a f -cho = J f* J* 
vgl. etwa Darboux, a. a. O., S. 200. 

1 Darroux ebenda. 
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f r-^ = ^fxjdco, 

l 


oo 


J Af- dco = n(n 1)J* X n 2 d(o. 


Hieraus folgt weiter: 


OO 


(8) f P-dco - If Af-dco =-|2(" - ! H n + 2)/X n 2 c/m 

9 


und in dieser Formel ist das gewiinschte Ergebnis enthalten. 

Will man nun daraus fiir die konvexen Korper die Gegenstucke 
zu den obigen Ungleichheiten (F) und (M) herleiten, so verwende 
man fur das Integral der mittleren Krummung einer konvexen Flache 
mit der Stiitzfunktion H die Formel von Minkowski: 


(9) M = f H- da 

und fur die Oberflache die von demselben Geometer stammende 
Formel: 

( 10 ) ' 0 = J(h>- lAHflco, 

die ein raumliches Analogon zur Formel fur den Flacheninhalt eines 
Bereiches ist: 

F =\f\h*-h'*)dip 

und die wir gleich herleiten werden. So ergibt sich durch die ganz 
entsprechenden Uberlegungen zu III. z. B. als Analogon zur Ungleicbbeit 

L* - 4 n F ^ 0 

aufs neue die Ungleichbeit Minkowskis: 

I/ 2 -4itOs 0. 

Ahnlich wurde diese Formel aucb von Hurwitz begriindet. 


V. Formel von Minkowski fiir die Oberflache. 

Ist Z=l:i? 1 .S 2 das KrummungsmaB, H. die Stiitzfunktion 
und da das Flachenelement des spharischen Bildes einer konvexen 
Flache, so gilt fiir ibren Bauminhalt die Formel 

(U) J'=ifdi 1 J} 2 Hda. 

Fur die auBere Parallelflache im Abstand e folgt daraus 

J (?) = i f( F i + €») (-»* + o) (II + Q )dco. 
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Nach Steiner ist aber (S. 102) 

.J (o) = J + o 0 + o 2 jj/ + o 3 4 3 7T . 

Wir finden somit durch Yergleielmng der in o linearen Glieder 

(12) 0 = \R 1 J{ 2 + { A\ + JR 2 )H\dcO' 

Anderseits ist aber 

O = Jr x R t d Co 

und, wenn man das in (12) beriicksichtigt, so folgt 

(13) 

Will man diese Formel Minkowski s mittels der Differential- 
parameter von 1L scbreiben, so benutzt man die Formel von 

J. Weingarten 1 



(1 * 1 ) 4 + n, = 2 // + 4 H 

und tiudet 

(15) O = J(// -j- i-J 2 //) Ifdco. 

Daraus tolgt durch Anwendung der Formel (7) von Green das ge- 
wiinschte Frgebnis 

( 10 ) 

GeLt man hieriti wieder zur Parallelflacbe iiber, so bat man 
0 ((>) = O + o 2 M + 4 n = + <>)3 _ i. J //(,{ co 

und daraus ergibt sicb wieder durcb Vergleicbung der in o linearen 

Glieder die vorbin erwabnte Formel (9) i'iir das Integral der mitt- 
leren Krlimmung 

ft 




1 Festschrift der 
L. Bianchi, Yorlesungen 
S. 140. 


teehnisehen Hoehselmle. 
uher 1 litlerentialgeometrie, 


Berlin 1SS4. Vgl. aucli 
Leipzig und Berlin 1910, 
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VI. Konvexe Funktionale. 

Auf S. 92 wurde erklart, wie man konvexe Korper $ 0 , linear 
zusammensetzt: 

(1 - #)£ 0 + 0 ^ ^ 1 . 

Das Ergebnis ist wieder ein konvexer Korper. Die Gesamtheit aller 
konvexen Korper hat also die Konvexitatseigenschaft, da man durch 
Linearkombination (genauer durch Linearkombination mit positiven 
Koeffizienten von der Summe Eins) aus zwei Elementen der Gesamtheit 
immer wieder ein Element der Gesamtheit erhalt. Betrachtet man 
nur die Menge 9)? der konvexen Korper in einer festen Kugel, so 
hat diese Menge neben der Konvexitatseigenschaft auch die Eigen- 
schaft der Beschranktheit und nach dem Auswahlsatz (S. 62) auch die 
der Abgeschlossenheit. Geradeso wie man aus Punkten konvexe 
Korper aufbaut, so kann man also aus konvexen Korpern hohere kon¬ 
vexe Gesamtheiten mit ganz entsprechenden Eigenschaften herstellen. 

V'ie wir nun innerhalb eines konvexen Bereichs eine konvexe 
Funktion definiert haben, so kann man innerhalb einer derartigen 
konvexen Menge 9k aus konvexen Korpern ..konvexe Funktionale^ 
definieren und wir haben dafur ein Beispiel in der dritten Wurzel 
aus dem Rauminhalt: 

Nach dem Satze von Brunn (S. 94) ist namlich 

+ = t 1 — &) 

und diese Formel wird man neben der Beschranktheit, die bier die 
besondere Form 

hat, als Definition der Konvexitat des Funktionals V nehmen. 

Mittels der Formeln von Minkowski kann man auch leicht 
zeigen, dafi die Quadratwurzel aus der Oberflache ein zweites Bei¬ 
spiel fur ein konvexes Funktional ist. Dagegen ist das Integral der 
mittleren Krummung ein lineares Funktional. 

Man kann aber die Linearkombination konvexer Korper noch 
in ganz anderer Weise erklaren und kommt dadurch auf neue Tat- 
sachen. Z. B. kann man im Hinblick auf die Symmetrisierung kon¬ 
vexe Korper $ 0 und mit demselben Grundrifi 0) 

£ o f in I x,y in «, 

\ 9o ( x > y) ~ 2 =5 fo (x, y ), 1 I 9\ ( x 9 y) ~ z ~ /i (x, y) 
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m folgender Weise linear zusanmiensetzen, daB man 

= (i - &) to 0 + & to^ 

durch die Bedingungen erklart 

[ x . y in 


to* 


I (1 - •>) % + » ffl ^ r S (1 _ ,») f 0 + 


Gegenuber dieser neuen Linearkombination ist das Funktioual 
linear und 0$. nach unten konvex. 

SchlieBlich kann man die lineare Zusammensetzung beliebiger 
konvexer Korper auch noch so erklaren, daB O sx ein lineares Funk- 
tional wird. Gibt man namlicb den reziproken Wert des GAUSsischen 
KrummungsmaBes 1 : A = R 2 der Begrenzungsflache von $ als 
b unktion der iiuBeren Normalenricbtung cc:($:y an, so ist to nach 
Minkowski bis auf Parallelverschiebungen eindeutig bestimmt (S. 164 
oben). Daber kann man die Linearkombination der konvexen Korper 
auch dadurcb erklaren, daB man an Stelle der Stutzfunktioneu die 
zugeborigen Funktionen 1 : A' auf der Einbeitskugel u 2 + (3 2 + y 2 = 1 
linear kombiniert. Dann wird die Oberfliiche 


0 


-/ 


CO 


\dfo Flachenelement der KugelJ 

3 

often bar ein lineares Funktional und ]/J ist auch in diesem Falle 
konvex, wie G. Heiiglotz mittels der Formeln von Hilbert zur Min- 
KOwsKiscben Theorie 1 gezeigt bat. 

\ ielleicbt ware es lolmend allgemeiu die Eigenscbaften „kon- 
vexer Variationsprobleme“ zu untersucben. 


Vgl. (Ins Zitat auf S. 105 oben. 


1 
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Neue Aufgaben iiber Extreme 
bei konvexen Korpern. 


§ 24. Bestimmung der groBten Kugel, die in einer konvexen Flache 

unbehindert rollen kann. 

I. Uber Differentialgeometrie im groBen. 

Die Begriffe „konvexer Bereich“ und ,,konvexer Korper“ geben 
auBer zu den behandelten isoperimetrischen Problemen noch AnlaB 
zu einei Fiille von Aufgaben iiber Extreme, von denen manche ganz 
elementarer Art sind, wahrend andere zu verwickelten Variations- 
problemen fiihren. Die Ergebnisse, zu denen man dabei kommt, 
gehoren, wie man sich auszudrticken pflegt, zur „ Differentialgeometrie 
im gro/3en u . Wahrend namlich die meisten Lehrsatze der Differential¬ 
geometrie sich auf eine geniigend enge Nachbarschaft eines Elements 
des betrachteten geometrischen Gebildes beziehen \ handeln die Satze, 
die hier aufgestellt werden sollen, von den Begrenzungskurven und 

Begrenzungsflachen konvexer Bereiche und konvexer Korper in ihrer 
ganzen Ausdehnung. 

Man kann sich den Unterschied dieser beiden Arten von Frage- 
stellungen an einem Beispiele verdeutlichen. Seit Gauss behandelt 
man in der Differentialgeometrie vielfach die Ferbiegung krummer 
Flachen, d. b. solcbe Formanderungen, bei denen die Bogenlangen 
aUer auf den Flachen gezogenen Kurven unverandert erhalten bleiben. 
Man kann nun zeigen, daB ein genugend kleines Stiick einer „Flache“, 
von der man gewisse Regularitatseigenscbaften vorauszusetzen pflegt, 
stets auf unendlich viele Arten verbogen werden .kann. Ganz anders 
stebt es mit krummen Flachen in ihrer gesamten Ausdehnung. Da 
weiB man liber die Verbiegbarkeit nocb nicbt allzu viel. Docb hat 

1 Wir werden im Folgenden die Anfangagrunde dieser Dififerentialgeo- 
metne „im kleinen“ als bekannt voraussetzen. 

Blaschke Kreis und Kugel. 


8 
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H. Liebmann diese Fragen gefordert und z. B. als erster be- 
wiesen, daB man eine Kugeldache. obne sie einzuknicken. niebt 
biegen kann . 1 

NaturgemaB bringen solcbe Fragen nacb deni Zusammenhang 
zwischen den Eigenschaften im unendlich kleinen und der Gesamt- 
ausdehnung der geometrischen Gebilde, also die Fragen der Diffe- 
rentialgeometrie im groBen 2 , erhebliebe Schwierigkeiten mit sick. 
Dafiir sind sie aber auch viel naturgemaBer und interessanter, so 
daB man die ganze Differentialgeometrie im kleinen, der z. B. das 
groBe Lebrbucb von L. Bianchi fast ausscblieBlich gewidmet ist, 
wenn man so will, nur als eine Vorarbeit dazu anseben kann. 

Gerade die einfachsten dieser Fragestellungen im groBen lassen 
sich an die gescblossenen konvexeu Fliicben, das sind die Begren- 
zungsflacken der konvexen Korper. anscblieBen. Wir geben bier 
z. B. darauf aus, den Zusammenhang kerzustellen zwiseben dem 
grbBten und kleinsten W ert des Gauss ischen KriimmungsmaBes auf 
einer solcben Flache und ibrer Gesamtausdebnung. 

Mit diesem Ziel vor Augen wollen wir aber zunaclist in diesem 
Abscbnitt eiuige nabeliegende Satze aufstellen, die wir spater werden 
verwenden konnen. 


wird durcb eine konvexe Kurve 
Bereiclie immer als beschriinkt 
Kurven immer als geseklossen 


II. Kleinster and groftter Kriimmungskreis einer konvexen Kurve. 

Die Begrenzung eines konvexen Bereicbes mit inneren Punkten 

® gebildet. Da wir die konvexen 
annebmen. wollen wir die konvexen 
voraussetzen, obwobl einiges von 
dem Folgenden obne weiteres aucb fur offene derartige Kurven 
giiltig bliebe. 

Wir wollen annebmen, daB die Krummung auf der Kurve 
sick stetig andere. Dann gibt es aul der Kurve (mindestens) einen 
I unkt mit kleinstem und (mindestens) einen mit grbBtem Krlim- 
mungskreis, der auch in eine Gerade ausarten kann. Dabei nennt 
man einen Kreis den Krummungskreis von t>> in P, wenn er QS in 

E berubrt und wenn sein Halbmesser gleicli dem reziproken Wert 
der Krummung von iSS in P ist. 


1 Vgl. den Anbang, S. 162, 163. 

Man findet eiuige zusammenfassende Angabeu Uber solche Probleme bei 

Monr? N J' R ’ rh ° preSent i ,robleins of geometry, Bull. Amor. matb. Society 11 
(1605), b. 2S3—314. 
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Nehmen wir nun zwei stetig gekrummte konvexe Kurven 05 
und 05 o , die sick in einem Punkte S beriibren und kier zur selben 
Seite ikrer gemejnsamen Tangente liegen (Fig. 21). Wir denken uns 
05 und 05 0 beide im positiven Sinne umlaufen und die Tangenten an 
diese beiden Kurven entspre- 
cbend gericbtet. Dann gilt fol- 
gender Satz: 

Beruhren sick zwei positiv 
umlaufene stetig gekrummte kon¬ 
vexe Kurven 05 und 05 o in einem 
Punkte S gleichsinnig und ist in 
Punkten mit gleichsinnig par alien 
Tangenten die Krummung von 05 
immer der Krummung von 05 0 , 
so ist die Kurve 05 ganz in dem 
von 05 0 umgrenzten konvexen Be- 
reicli enthalten. 

Zum Beweise verwenden 
wir die „Stutzfunktion“, die wir 
scbon S. 106 eingefuhrt baben, die die Entfernung der Tangente von 
einem festen Punkt (etwa dem Punkt S) mit einer festen Ricbtung 
fetwa der Tangente in S) angibt. Es seien h (r), h 0 (r) diese beiden 
Funktionen, dann ist infolge der Anfangsbedingungen 

h (0) = 0, JT (0) = 0; 

^o(°) = 0 , V(°) = o. 

Wir haben aus der Stutzfunktion h (r) noch den Krummungs- 
balbmesser p(r) zu berecbnen. Fur einen Kreis ist 



und daber 


h (t) = q (1 — cos r) 
g = h-\- h". 


% 

Da es bei der Berecbnung des Krummungsbalbmessers nur bis auf 
zweite Ableitungen ankommt, so gilt diese Formel 

(1) p(r) = h (r) + h"(z) 

fur beliebige Kurven. 

Ist umgekebrt p(r) bekannt, so findet man h{z) durcb Inte¬ 
gration der linearen Differentialgleichung (1) zweiter Ordnung unter 
den Anfangsbedingungen £(0) = h'( 0) = 0. Man erbalt 

8 * 


r 
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T 

(2) h (r) = J p(<y)sin(r — a) da. 1 

o 

Da diese Funktion die Periode 2 tc besitzen muB, finden wir als 
Bedingung flir die Geschlossenbeit 




— ."T 


cos a da = 0, 


f 9 W 


— rz 


sin a da = 0. 


Kommen wir jetzt auf unsere Behauptung zurtick! Nacb Voraus- 
setzung besteht die Beziehung 


(3) P 0 ( T ) — C'( r ) == 

Aus (2) folgt 

r 

( r ) — h M = J f Qo l' 7 ) — P («0! sin ( T — ff) da. 

u 


Liegt r im Intervall 0 ^ r ^ 
negativ, also 

(4) /'o W 


so ist nach (3) der Integrand nicht 

^ h (r) 


und ahnlich ergibt sich dieselbe Beziehung auch flir — ^ ^ r ^ 0. 
Nacb (4) ist aber tatsachlick (S) in enthalten, wie behauptet war. 

Merken wir einige Folgerungen an: 

Zeichnet man zu einer konvexen Kurve einen Kreis , der die 
Kurve von innen beruhrt , so ragt der Kreis nicht aus © 0 heraus y toenn 
sein Halhmesser ^ alien Kr'ummungshalbmessern von Qb 0 ist 

W ird ein Kreis von einer konvexen Kurve ($} von innen beruhrt y 
so liegt Qi ganz im Kreise , toenn sein llalbmesser ^ alien Krummungs - 
halbmessern von ist. 

Als weitere Sonderfalle ergeben sicb Beziehungen, die zum Teil 
schon Hukwitz mittels trigonometriscker Reiben hergeleitet bat: 

l mfang und Flacheninhalt einer stetig gekriimmten konvexen Kurve 
liegen zunschen bmfang und Flacheninhalt des kleinsten und grofiten 
Hirer Krummungs kreise. 


Man kann, indem man die Bogenliinge s einfuhrt, diese Formel auch 
in der Form sekreibon 

r 

h (r) = J sin (i - a) • (is (it), 

0 

wodurch sie auch in dem Falla olmo weiteres anwendbar bleibt, daB es Punkte 
mit verschwindender Kriimmung gibt. 



Gegenstiick zur For met Eulers. 
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§ 24, III. 


Wir gehen jetzt darauf aus, diese Satze auf die raumliche 

Geometrie zu ubertragen, und schalten zunachst eine kleine Hilfs- 
betrachtung ein. 


III. Ein duales Gegenstiick der Eormel von Euler iiber die Flachen- 

kriimmung. 

Es sei P eine regulare Stelle einer krummen Flache und % 
eine Tangente durch P. Wir legen an die Flache den beriihrenden 
Zylinder, dessen Erzeugende die Richtung von % haben und be- 
stimmen den zu % gehorigen Krummungshalbmesser R des Norrnal- 
schnittes dieses Zylinders. Wir wollen feststellen, nacli welchem 
Gesetz sich R bei der Richtungsanderung von % iindert. 

Da Alles nur bis auf zweite Ableitungen ankommt, konnen 

wir die Flache durch das anschmiegende Paraboloid ersetzen 

und dessen Gleichung durch geeignete Achsenwahl auf die Form 
bringen: 





P fallt dann in den Ursprung und R l , R 2 sind die Hauptkriimmungs- 
balbmesser der gegebenen Flache in P Die Gleichung der Tan- 
gentenebene an das Paraboloid im Punkt x, y, z hat in den lau- 
fenden Koordinaten rj , £ die Form: 


* + £= 41 + vn 


( 6 ) 

' * Ri ' R* 

und die Stellung dieser Tangentenebene wird durch die Verhaltnisse 
(7) • JL • _ i 

R x R t * 1 

festgelegt. Setzen wir anderseits diese Richtungskosinus der Normalen 
unseres Paraboloids in der Form an 

cos cc sin cp : sin a sin rp : — cos cp, 

so finden wir durch Vergleich mit (7) fur die Koordinaten des Be- 
riihrungspunkts 

x = 4 cos cc tg cp , y = R 2 since tg(p. 

Die Entfernung h der Tangentenebene (6) oder 

(9) z + £ = (i cos a + rj sin a) tg cp 
von P ist daher gleich 

( 10 ) h = z cos cp = (R cos 2 « + 7? sin 2 a) JP? <*>. . 

2 7 2 cos <p 

Der gesuchte Krummungshalbmesser P ist nach unserer Formel (11 
S. 115 daraus zu berechnen ; 

» , d* h 


R = 


9 


cp = 0 
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Man findet 

(11) B = Jx\ cos 2 a -f 7?o sin 2 a . 

Das ist das Ergebnis, das wir spliter benutzen wollen und das 
der bekannten Formel Eulers fur die Krummungsbalbmesser der 
Xormalschnitte 

( 12 ) 


1 cos- a sin 2 « 


+ 


n 


h\ * h\ 

in gewissem Sinne dual gegenubersteht. 

Bemerken wir nocli: Sind 7?, > 0 und B 2 > 0, so folgt aus (11) 


(13) 


B 


B 


7?o. 


IV. Losung der raumlichen Frage. 

Es sei nun g eine konvexe FI ache, d. b. die Begrenzungsflacbe 
eines konvexen Korpers mit inneren Punkten. 1 Wir wollen g als 
stetig gekrummt voraussetzen, d. b. die Gauss iscbe Krummung (das 
KriimmungsmaB) 


l 


l 


h\ B, 


und die mittlere Krummung 


y,*i ^ b , 

sollen auf g stetige Funktionen sein. 

Wir wollen uns folgende Frage vorlegen: 

Es soil B der art moglichst graft bestimmt tcerden , daft man zu 
jedern beliebigen Punht P von g die Engel vom Halbmesser B kon - 
struieren kann , die g in P von innen beruhrt , ohne daft sie aus g 
herausragt . 

Man kann das auch so ausdrucken: Es soli der Halbmesser 
der moglichst groBen Kugel bestimmt werdeu, die innerbalb von g 
unbescbriinkt berumrollen kann. 

Es ist obne weiteres klar. daB B niclit groBer sein kann, als 
die Krummungsbalbmesser der Normalscbnitte im Beriibrungspunkt P 
mit g, denn sonst dringt g ins Innere der Kugel eiu. B ist also 
sicher kleiner oder gleicb deni Minimum aller dieser Kriimmungs- 
balbmesser liir alle Punkte P von g. Wir wollen uachweisen, daB 
die Gleicbbeit statttiudet: 

JJer gesuchte Halbmesser B ist gleicb dem kleinstcn der Haupt- 
hrummungsbalbmesser in alien Punkten von g. 


1 ,,Konvexe Flache * 4 bedeutet bier danacb stets <jc$chlo$$etie konvexe 
Fliiehe. 


119 


£ 25 ' 1 Problem stellung und Zuriickfuhrung auf Drehfldchen . 

Dazu ist nur zu zeigeu, daB eine so groBe Kugel, die 5 in 
eiuem beliebigen Punkte P beriihrt, nicht aus 3 herausragt oder, 
was anf dasselbe binauslauft, daB 3 in keine dieser Kugeln eindringt. 
Machen wir die gegenteilige Aimahme, daB eiu Punkt Q von 3 im 
Innern der in P beriihreudeu Kugel liege. Wir bestimmeu die 
Richtung (oder, wenn es deren mehrere gibt, eine Richtung) parallel 
zu den raugentenebeuen an 3 in P und in Q und projizieren 3 und 
die Kugel auf eine zu dieser Richtung senkrechte Ebene. Der UmriB 
des entstebendeu Normalrisses von 3 sei © und der UmriB des 
Normalrisses von unserer Kugel heiBe ®. S ist dann ein Kreis, der 
© im NormalriB P' von P berubrt und © gebt durcb den Normal- 
118 Q' von Q, der im Innern von ® liegt. Auderseits sind nach (13) 
die Kriimmuugshalbmesser von © alle ^ R und daber muBte nacb den 
Ergebnisseu von II. der © in P’ beriibrende Kreis vom Halbmesser R 
in © liegeu. Wir kommeii also auf einen Widersprucb. 

In gauz ahnlicber Weise kaun man den entsprecbenden Satz 

beweisen iiber die Kugeln, die von 3 von innen her berubrt werden 

und 3 - enthalten. Wir konnen diese Tatsache etwa so in Worte 
kleideu: 

Die kleiriste Kugel , in der g unbeschrankt rotten kann , hat den 
grofiten Eauptkvummungshalbmesser von g als Halbmesser. 

Verschwiudet an einer Stelle von 3 das KriimmungsmaB der 

h lacbe, so existiert kein Maximum des Hauptkriimmungshalbmessers 

und dann gibt es auch keine Kugel, die die verlaugte Eigenschaft 
hatte. 0 


§ 2 o. Kriimmungsbeschrankungen bei konvexen Flachen . 1 


I. Problemstellung- und Zuriickfuhrung auf Drehflaehen. 

Es soli jetzt folgende Aufgabe gelost werden: 

Ron einer stetig gekrummten konvexen Fldcke 3 sei bekannt: (A) 

da/i fur das Gauss ische Krummungsma[i K in alien Punkten von 3 die 
Beziehung gilt: 



und (B), dap stch eine Kugel vom Halbmesser R angeben Id fit die 
nicht aus g heraustritt . 1 

Gesucht wird unter diesen Einschrankungen fur g die obere Grenze 
der Entfernung zweier Punkte von g. 


1 X sl \ , des Verfassers: Aufgaben der Differentialgeometrie 
Sitzungsbenchte der Berliner Mathem. Gesellsch. 15 (1916), S. 62-69. 


im groBen, 
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Ncue Aufgaben i/ber Extreme konvexer Korper. 


Bezeichnet man, wie das iiblich ist, das Maximum der Eutfer- 
nung zweier Punkte einer besckrankten uud abgescblossenen Menge 
als „Durchmessei M der Menge, so kann man die Aufgabe so fasseu: 
Gesucht icird die obere Greuze des Durchmessers von g. 

Man kann den Durchmesser D von g aucb noch ein wenig 
anders erklaren. Sind niimlick P und Q zwei Punkte von g mit 
der Entfernung I), so liegt g im Durcbscbnittskbrper der beiden 
Kugeln, die in P und Q ibre Mittelpunkte baben und beide den 
Halbmesser D besitzen. Daraus folgt aber sofort, daB die Tangen- 
tenebenen in P und Q an g parallel laufen mlissen und auf der 
Verbindungsstrecke PQ senkrecbt steben. Man kann demnacb fest- 
stellen: Der Durchmesser D einer Jwnvexen Fldche g ist auch gleich 
der grofiten Entfernung paralleler Tangentenebenen von g. 

Es soil nun gezeigt werden: Mittels der Konstruktion von 
H. A. Schwarz (vgl. S. 87) gelingt es, jede stetig gekr'ummte konvexe 
Fldche g, die den Toraussetzungen (A) mid (B) genugt , in eine stetig 
gekrummte konvexe Dr eh fldche uberzufiihren , die eben falls den Be- 
dingungen (A) und (B) genugt und denselben Durchmesser hat trie die 
nrspritngliche Fldche. 

Wenn das als ricbtig erkannt ist, so bat man die obere Greuze 
des Durcbmessers nur mebr uuter den DrebHacben zu sucbeu. 


II. Anwendung der Konstruktion von Schwarz. 

Die Konstruktion von Schwarz wird in folgender Weise be- 
nutzt. Es seien P und Q zwei Punkte von g, deren Entfernung 
deni Durchmesser D von g gleich ist. Wir fubren den von g be- 
grenzten konvexen Korper $ durch die Schwarz scbe Konstruktion 
liber in den Drehkorper M, der die Verbindungsgerade a von P 
und Q zur Drekackse bat Dann werden also und von jeder 
Ebene senkrecbt zu a in fliichengleicken konvexen Bereichen ge- 

scbnitten, das war ja die Detinitionseigenscbaft dieser Konstruktion. 
Zu zeigeu ist: 


/. M ist wieder konvex und stetig gekrummt; 

2. wenn auf der Begrenzungsfdche g von $ fur das GAissische 
Krinnmungsmafi die Beziehung K ^ l: A 2 gilt , so gilt dieselbe Be- 
ziehung auch auf der Begrcnzungsfldche % von S; 

wenn g eine Kugel vom llalbmesser B enthalt , so enthdlt g 
sicher eine ebenso grope Kugel; 

7. die Durchmesser von g und g sind einander gleich . 

Gehen wir diese Punkte der Reike nacb durch! DaB § wieder 
konvex ist, bat Brunn bewiesen und wurde aucb auf S. 90 bestatigt 
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Invariant, des Durchmessers. 
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DaB S' wieder stetig gekrummt ist, kann man sofort seben, wenn 
man die Konstruktion von Schwarz in eine Formel faBt und die 
bekannten Pegeln der Differentiation unter dem Integralzeichen an- 
wendet. 

Den scbwierigsten zweiten Punkt versparen wir auf spater. Der 
Nachweis wird uns gelingen, indem wir, wie das schon frliher (§21) 
benutzt wurde, die Konstruktion von Schwarz durch Wiederholung 
und Grenztibergang aus Steiners Symmetrisierung ableiten. 

Nr. 3 ist offenkundig: Wenden wir auf eine in g entbaltene 
Kugel vom Halbmesser R die Konstruktion von Schwarz an, so 
geht sie wieder in eine Kugel vom selben Halbmesser tiber, die in 
5 liegt, w. z. b. w. 

Wir wenden uns zum letzteu Punkt: 

IH. Invarianz des Durchmessers. 

Die Drehachse a von g entbielt die beiden Punkte P und Q 
von g, deren Entfernung gleich dem Durchmesser I) von g war. Die 
Ebenen senkrecbt zu a in P und Q sind also Tangentenebenen 
von g (vgl. S. 120) und die Schwarz sche Konstruktion spielt sich 
ganz zwiseben diesen beiden Ebenen ab, die desbalb aucb Tangen¬ 
tenebenen von g sind, wieder mit P und Q als Berubrungspunkten. 
Der Durcbmesser I) von g ist somit jedenfalls ^ PQ = D. Wenn 
wir auBerdem zeigen konnen, daB aucb T) ^ B sein muB, so wird 
damit die Gleicbbeit der beiden Durcbmesser erwiesen sein. 

Wir wollen allgemein zeigen: 

Geht 5 aus g irgendwie durch die Konstruktion von Schwarz 

hervor\ so besteht zwischen den zugehbrigen Bur dime ssern die Be- 
zxehung: 

B ^ B. 

Zu dem Ende beweisen wir zuerst den folgenden Satz von 

L. Biebeebach 2 , der die entsprechende Eigenschaft der Symmetri- 
sierung aussagt: 

Bei Steiners Symmetrisierung wird der Burchmesser verringert 
Oder wenigstens nicht vergrowert . * * 

Es sei S der ursprungliche Korper und § der an einer wa^e- 
rechten Ebene @ symmetrisierte. P und Q seien zwei Punkte von 


■ Das ist naturlich so gemeint, daB die von & und § umschlossenen kon- 
vexen Korper durch die Schwarz sche Konstruktion verknupft sind 

„ * U 0 ^ r eine Extremaleigenschaft des Kreises, DMV-Jahresbericht 24 ( 1915 ) 
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.V cue Aufgaben fiber Extreme konvexer Korpcr. 


s\ mit der grbBten Entfernuug I). Durch P mid Q legen wir die 
Lotrechten. Ihre obersten Schnittpunkte mit ® seien P 0 und Q 1? 
die untersten P l und Q 0 . Dann ist, wie man aus der Figur 22 sieht 1 



- PQ ^ p,Qi + p 2 Q 2 , 

und daraus 

b ^ d, 

w. z. b. w. 

Nun erkennt man anderseits 
sofort, daB der Durchmesser L# 
eines konvexen Korpers $ ein steti- 
ges Funktional ist, stetig in dem- 
selben Sinne, wie wir das von In¬ 
halt und Obertiacke (S. 61) erwiesen 
haben, daB namlick aus 

2 = Lim 

n —>“ oo 

folgt 

/>« = Lim D n . 

n —> oo 


Fig. 22. Psebmen wir niimlich fur die Kon- 

vergenz die Definition mittels des 
NachbarscliaftsmaBes (vgl. S. 60), so erkennt man sofort, daB 

I A«, - At, I ^ 2 iV(ff lf sr 3 ) 

ist, und darin liegt schon die Stetigkeit. 

Leiten wir nun wieder die ScHWARZsclie Konstruktion durch 
Grenzubergang aus der Steiner schen ah, dadurch, daB wir ab- 
wechselnd an zyrei Ebenen <S 3 symmetrisieren, deren Wiukel 
ein irrationales Vielfaches von .7 ist (vgl. S. 86), so bilden die 
Durchmesser der entstehenden Korper eine abnehmende Folge 

* ^ A ^ d 2 ^ d 3 ^ 

und daraus l’olgt das gewiinschte Ergebnis 

b = Lim D.. ^ I). 


• . 


71 
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IV. Ein Satz von Bieberbach. 

Aus der \on Bieberbach angegebenen Eigenschaft der Symme- 

trisieiung ergibt sich, wie wir bei dieser Gelegenheit einschalten 

kounen, eine ebenfalls von Bieberbach angegebene Maximumeigen- 
schaft der Kusrel: 


1 Man tiilirt dies durch 
/.woi Dreieckon von gloiclier 
klcineren Uinfang hat. 


eim' Parallelverschiebung darauf Euriiek, daB iu 
Grundlinie und II(5he das gleichsclienklige den 
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Unter alien Itonvexen Korpern gegebenen Lurchmessers hat die 
Kugel den grofiten Dauminhalt. 

Anders ausgedrlickt: 

Zivischen Inhalt und Durchmesser eines konvexen Korpers 1 gilt 
die Beziehung 

( B ) iL j)3 _ j > 0 

D 

und das Gleichheitszeichen gilt n ur im Falle der Kugel. 

1st namlicli St ein beliebiger konvexer Korper, so konnen wir 
daraus durch Symmetrisierung an drei paarweise zueinander senk- 
rechten Ebenen einen neuen konvexen Korper ft 1 ableiten, der den 
Schnittpunkt der Ebenen zum Mittelpunkt hat. Zwischen den In- 
halten und Durchmessern der beiden Korper besteken die Be- 
ziehungen 

*/, D^D. 

Um daher den Beweis fur 

t-D 3 ~ J — 0 

zu erbringen, braucht man nur 

~D 3 -J^0 

nachzuweisen. Schlagt man aber um den Mittelpunkt von eine 

Kugel mit dem Durchmesser 1), so muB diese Kugel ft enthalten 

und daraus ergibt sich sofort die letzte Ungleichheit. Lage namlicli 

ein Punkt von ft 1 auBerhalb dieser Kugel, so gehorte auch sein 

Spiegelpunkt am gemeinsamen Mittelpunkt zu ft 1 und die Entfernung 

dieser beiden symmetrischen Punkte ware grbBer als der Durcli” 
messer I). 

Um zu erkennen, daB in (B) das Gleichheitszeichen nur fur die 

Kugel gilt, hat man etwa den folgenden Hilfssatz zu beweisen, was 
keine Schwierigkeiten macht (vgl. Fig. 22): 

Brhdlt man durch Symmetrisierung aus einem Itonvexen Korper 
cine Kugel , so hatte der ursprungliche Korper , ivenn er nicht selbst 
schon kugelig ist y grdfieren Durchmesser: 

D > I). 

V. Verhalten des KrummungsmaiSes bei der Symmetrisierung. 

Ahnlich wie wir in III. die Invarianz des Durchmessers gezeDt 
haben, konn en wir jetzt auch noch den allein ausstandigen zweite°n 

1 Die Ubertragung auf nichtkouvexe Punktmengen ist trivial; man braucht 
dazu nur die konvexen Httllen (S. 54) lieranzuziehen. 


t 
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Neue Aufgaben iiber Extreme konvcxer Korper. 


Punkt von den auf S. 120 unten aufgestellten Bekauptungen liber die 
Konstruktion von Schwarz erledigen. Wir wollen zunlickst zeigen: 

Sgmmetrisiert man einen honvexen Korper $ mit stetig gekrummter 
Bcgrenzungsfiache g, so erhalt man einen honvexen Korper ft, dessen 
Begrenzungsfidche 3 ivieder sletig gekrummt ist. Sind ferner 1 ; A 2 
and 1 : A- die hleinsten Werte der GAi ssisc/ten Krummungsmafe auf g 
und 3, so ist 


A 2 


A- 


Wir denken uns $ in einer Form gegeben, abnlich wie wir dies 
seit § 16, S. 51 immer angesetzt liaben 


wo /' und g in (Sj 
metrisierung an r 


x y y im konvexen Bereick 05, 

- 9 (*. !/) ^ ^ />, y), 

detinierte konvexe Funktionen sind. 
= 0 erkalten wir daraus 

x , // im konvexen Bereick 05, 


Durck Svm- 


“ i I/' (*> y) + V (*. !/) 


i {(/'to y) + y(*, y)|. 


Betrackten wir zunlickst die KriimmungsinaBe an Stellen, deren 
GrundriB x , g ins Innere von 05 flillt. Wir setzeu 


worm 


i* /1\\ _ r t — s* 

~ a + p- + <i')- ’ 


*f 


r = V-#)-^r + » ^ = (i — &) p» + & Pi, 
<1 = - *) + »*, 
r = ( J - -& = (i - *> + «»»•„ 




* = (1 - + * arft = - *> •'« + 


d x 


t = (i 


1 1 -*} *« + *h 




ist. Dann stellt A (#) oder ausfukrlicker K (x, ?/; *9-) fUr \b = 0 das 
KrumnningsmaB der ,,oberen“ und fur tb = 1 das KrummungsmaB 
der ,,unteren“ Begrenzungstiacke von $ dar in den Punkten mit 
dem GrundriB x, g; scklieBlick fiir & = 1:2 das KrUmmuugsmaB 
in den beideu Punkten von §• mit demselben GrundriB x\ if. 

Wenn wir zeigen konnen, daB entweder 

A' (i) == K (0) 
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oder 

£(¥)^ 

ist, so ist darin das Gewiinschte enthalten. 


\K (») S cp (.») 


Dazu beweisen wir, daB 


ist, wo cp eine monotone Funktion bedeutet, die mit ~\JK (&) in den 
Endpunkten des Intervalls 0 ^ ^ 1 zusammenfallt. 

Bezeichnet man den Zahler rt — s 2 von K mit u 2 , so ist zu- 
nachst u(&) (>0) eine konvexe Funktion von & auf der Strecke 01. 
Dazu braucht man nur zu zeigen, daB die quadratiscbe Gleichung 
n 2 =zrt _ s 2 j n u un( j & in der ^ w-Ebene keine Hyperbel dar- 
stellt, oder daB es Werte von & gibt, fur die u 2 < 0 ist. Deuten 
wir r :.«? = ! und t:s = y als rechtwinklige Koordinaten, so ist 
r * — 52 *= 0 oder £ y ^ 1 das Innere eines Kegelschnitts (gleich- 
seitige Hyperbel) und r 0 , t 0 , s 0 ; r 19 t l9 s 1 die homogenen Koordi- 
, naten zweier solcher innerer (besser: nichtauBerer) Punkte des Kegel¬ 
schnitts. Auf ihrer Verbindungsgeraden gibt es daher sicher einen 
auBeren Punkt des Kegelschnitts: 

(! - &) r o + &r 19 (1 - &)s 0 + &s lf (1 - &)t 0 + &t 19 

fiir den dann in der Tat r t — s 2 < 0 ausfallt. 

Setzen wir ferner 


1 + P 2 + g 2 = v(&), 

so ist v(&) nach unten konvex, denn da die linke Seite wesentlich 
positiv ist, ist durch diese Gleichung in der r-Ebene eine Parabel 
dargestellt, die sich oberhalb der #-Achse ins Unendliche erstreckt. 
Aus diesenKonvexitatseigenschaften von u und v folgt fur 0 ^ 1 

u(&) ^ (1 - «*)ii(0)+ 1), 

v(&) ^ (1 - «9-)w(0)+ &v{l) 

und daher 

Y*W)m<pw. 

worm 

/ qa __ (l — &) ]/r 0 t n - — sS 

(1 - ^)U + Po* + <7o*) + & (1 + Pr* + qS) ' 

Diese Funktion, die in der &, qo-Ebene durch eine Hyperbel mit den 
Asymptoten parallel zu den Achsen oder durch eine gerade Linie 

dargestellt wird, ist aber in der Tat monoton in 01. ]/A (&) und 

daher auch K {&) hat daher seinen kleinsten Wert auf dieser Strecke 
sicher in einem ihrer Endpunkte. 

Jetzt haben wir noch die Stellen von g und g zu untersuchen 
deren GrundriB auf den Rand von ® fallt, die Stellen also, in denen 
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die Tangentenebene lotrecht, d. b. parallel zur z-Achse liegt. Da 
A lies nur bis auf zweite Ableitungen aukommt. konnen wir g an einer 
solcben Stelle durcb das anscbmiegende Paraboloid ersetzen und 
dessen Gleicbung konnen wir bei geeigneter Koordinatenwahl in der 
Form scbreiben: 

(1) 2?g = Ax 2 + 2Bxz + Cz 2 . 

Aufgelost nacb z gibt das 

Cz = — B x ± \{B 2 - A C) x 2 + 2 Cy . 

Durcb Symmetrisierung an z = 0 folgt daraus 

C 2 z 2 = (B 2 - AC)x*+2Cy 

oder 

(2) 2 Cy = (AC - B 2 )x 2 + C 2 z 2 . 

Fur die KriimmungsmaBe der beiden Paraboloide im Ursprung oder, 
was dasselbe ist, fiir die KrummungsmaBe der entsprecbenden Punkte 
von g und g mit lotrecliter Tangentenebene fiudet sicb aus (1) und (2) 
derselbe Wert 

A' = AC — B 2 . 

Das KriinimungsmaB von g ist somit niemals unter den Krum- 
inungsmaBen in den entsprecbenden Punkten von g. Daraus folgt 
die Ricbtigkeit der Bebauptung an der Spitze dieses Abscknitts. 

VI. Verhalten des Kriimmungsmafles beim Grenziibergange. 

Urn aus der bewiesenen Tatsache, daB beim Svmmetrisieren das 
Minimum des KrummungsmaBes nicbt abninimt. auf dasselbe Yer- 
lialten bei der ScuwAKZScben Konstruktion scblieBen zu kouueu, 
bedarf es nur des folgeiulen Nacliweises: 

Ls sei itj, $ 2 , $ 3 . . . eine konvergente Folge stetig gekrummter 
honvexer Korper , und der Grenzharper 

= Li m $ 

H 

n —>- co 

sei cbenfalls stettg gehrummt. l)ann kann man zu jedem Punkt P der 
Bcgrenzungsfi'dche g von cine konvergente Punhtfolge auf'finden: 

Lim P = P, 

N —OO 

sodafi P n auf der Beg re n z u ngsfiacfi e g n von S\ n liegt und die Kr ii m m lings- 
mafic der g n ?// den P n gegen das Kriimmungsmafl von g in P streben 

Lim K [P n ) = K (P) ‘ 

n —V co 
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Es sei a das Minimum der Hauptkrummungsbalbmesser auf der 
ganzen Begrenzungsdiicbe g von o. Wir konstruieren zu g die 
Parallelliacben g + f , g _ c im Abstand 6 nacb auBen und innen. Beide 
sind ebenfalls konvex, so bald 0 < e < a ist. Aus dem Begriffe der 
Konvergenz ergibt sicb, daB fur n > n £ die Grenzflacbe g w von 
zwiscben g + f und g_ f liegt. 

Wir greifen auf g ein kleines Stuck 0 beraus, das etwa von 
eiuer kleiuen Kugel um eiuen Punkt von g aus g ausgescknitten 
wird. Das eotsprechende Stuck von % n , d. h. das Stuck, in dem die 
Normalen zu 0>, die kiirzer als s sind, g n treffen, sei mit (p n be- 
zeichnet, Man sieht danu leicht, daB infolge der Konvexitiit zwiscben 
den Oberfliicben F n und F von <I> n und 0 die Beziebuug besteht: 

(*) Lim F n = F. 

n —>- oo 

{F n ist namlicb groBer als die Oberfliicbe des 0 auf g_ f ent- 
sprecbenden Flacbenstucks und kleiner als das entsprecbende 
Flacbenstiick auf + vermebrt um 2e mal dem Umfang von 0.) 

Sucben wir nun das spbariscbe Bild unserer Fliicben g, g n auf 
der Einbeitskugel auf, indem wir zu den auBeren Normalen durcb 
den Kugelmittelpunkt die gleicbsinuig Parallelen legen und mit der 
Kugel zum Scbnitt bringen. 

Es seien P und P n zwei entsprecbende Punkte auf 0 und 0 , 
d. b. zwei Punkte auf derselben Normalen zu 0, und P, P ibre 
spbariscben Bilder, dann gilt, wie wir zeigen wollen, fur kie^pba- 
riscbe Entfernung dieser Bildpunkte 


cos PP n > P- ~ - £ ., 

n a - he’ 

d. b. mit abnebmendem e nabern sicb entsprecbende 
Bilder gleicbmaBig. 

Das siebt man so ein: a — a ist das Mini* 
mum der Hauptkrummungsbalbmesser auf g_ 
und daber liegt die Kugel mit diesem Halb- 
messer, die g_ f in dem Punkte P_ f , der P 
entspricbt, berubrt, in g_ £# nacb dem Ergeb- 
nis von S. 118. Da g_ e innerbalb g n liegt, 
liegt diese Kugel aucb innerbalb g n und dar- 

aus ergibt sicb (vgl. die Fig. 23) die gewiinscbte 
Ungleicbbeit 


spbariscbe 


wobei 


cos PP n ^ cos d, 



cos <5 > 


a — e 


Fig 


23. 


a + e 
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ist. Sind also 0 und 0 n die spharischen Bilder von 0 und 0 n , 
so liegt der Rand von 0 n zwischen den beiden Parallelkurven im 
Abstand 


arc cos 


a — e 


zum Rande 
und F von 

n 

(**) 


von (l >. 

0 und <P n 


a + e 

Daraus ergibt sicli 


fur die Flacheninlialte F 


F = Lim F . 

n 


n —V oo 


Nun kann man aber aus dem KrtimmungsmaB K die Flacken- 


inhalte F und F n berechnen 


/ 


<j> 


/ KdF ~- 


<P 


Nach dem ersten Mittelwertsatz der Integralrecknung konneu wir 
auch schreiben: 

F u = A • A (0J, 

wo durch K (0) und A’(0 n ) Mittelwerte des KrummungsmaBes auf 
0 und 0 n angedeutet sind. Durch Division dieser beiden Formeln 
und durch den Grenzubergang n ->- oo folgt bei Beacktung von 
(*) und (**) 

Lim A' (0 n ) = A (0). 


n — 


oo 


I)a man das Fliickenstuck 0 von g beliebig klein waklen kann, 
und da A auf g n und auf g stetig vorausgesetzt ist, so ist hierin 
die Richtigkeit der zuvor aufgestellten Behauptung iiber die Kon- 
vergenz der KrummungsmaBe enthalten. 

Nahern wir nun den Kdrper M, der aus einem konvexen Kor- 
per ® durch die Konstruktion von Schwarz kervorgekt, durch eine 
Folge von Korpern Sfj, $ 3 . . . an, die aus $ durch aufeinander- 

folgende Symmetrisierungen entstehen (S. 86), so gilt fUr die zu- 
gehorigen Kleinstwerte der KrummungsmaBe nach V (S. 124). 

l __ l _ l _ 1 


A* 


.1 * — 4 

- l i 




• • 


mid nach dem eben bewiesenen Ergebnis 


Lim 

ii —> oo 


1 


n 


Aus beiden Beziehungen folgt aber 

l 


A 2 A 1 

und das ist der Inhalt des zweiten Punktes der auf S. 120 unten 
aulgestellten Behauptungen, die nun samtlieh als richtig erkannt sind. 



§ 25, VII. 


Beweis fur Drehflaehen. 
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VII. Vorbereitungen zum Beweise fiir Drehflaehen. 

Es ist bisher Folgendes bewiesen: Eine stetig gekrummte kon- 
vexe Flache mit dem Durchmesser B, die (A) der Krummungs- 
beschrankung K ^ 1 : A 2 geniigt und (B) eine Kugel vom Halb- 
messer R enthalt, kann man durch Anwendung der Koustruktion 
von Schwarz in eine stetig gekrummte konvexe Drehflache mit dem 
gleichen Durchmesser I) uberfiihren, die denselben beiden Voraus- 
setzungen (A) und (B) geniigt, und zwar so, daB die beiden Punkte P, Q 
der Drehflache, die auf der Drehachse liegen, die Entfernung 1) 
haben. 

Wir konnen nun noch weiter die gefundene Drehflache an der 
Symmetrieebene der Strecke PQ symmetrisieren, wobei sich nach 
III. (S. 121) der Durchmesser I) nicht andert und auch die beiden 
Voraussetzungen (A) (nach V. S. 125) und (B) (vergl. die SchluB- 
weise am Ende von II. S. 121) erhalten bleiben. 

Um bei vorgegebenen A und R die obere Grenze fur den Burch - 
messer B zu ermitteln , brauchen xcir also unser Augenmerk nur auf 
konvexe Drehflaehen zu richten, die zu ihrer „Aquatorebene'‘ sgmmetrisch 
liegen und deren „Pole“ P und Q die Entfernung B besitzen. 

Da eine solche Flache g eine Kugel vom Halbmesser R enthalt 
und zum Mittelpunkt M der Strecke PQ symmetrisch ist, so enthalt 
sie auch die Kugel, die man durch Spiegelung der ersten an J\1 erhalt. 
Deshalb liegt auch die Kugel um M mit dem Halbmesser R in g, 

da sie in der konvexen Hulle beider zu M symmetrischer Kugeln’ 
enthalten ist. Wir haben somit 

PQ = B^2R 

und fur den Halbmesser R 0 des Aquatorkreises von g gilt ebenso 

-»o ^ R - 

Anderseits konnen die GroBen 1: A 2 und R nicht vollig unab- 
hangig voneinander vorgeschrieben vrerden, sondern es ist stets 

A ^ R 

zu nehmen. Wahlen wir namlich die Drehachse zur --Achse die 
lotrecht nach oben gerichtet sein moge, und bezeichnen wir die 
-Richtungskosinus der auBeren Flachennormalen in einem Punkte 
von g mit Xj Y, Z, ferner mit dF das Flachenelement von g und 
mit dF das Flachenelement des spharischen Bildes von g, so ist 

/#' dP = fz-dF. 

Das zweite Integral stellt offenbar den Flacheninhalt der Projektion 

Blaschke, Kreis und Kugel. Q 
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ties Flacheustticks vcm g, liber das integriert wird, auf die Aquator- 
ebene dar. Erstrecken wir also das erste Integral liber die ,,obere*‘ 
Halbkugel <p, so finden wir den Inbalt tt 7? 0 2 des Aquatorkreises 


Aus 

findet sich aber 



£ 


und wir haben also 


f f d F = * 2 ■ 



d F ^ A 2 

•v* 


j Z - d F = 



oder wegen A >0, Jt 0 > 0 in der Tat 




VIII. Spindelformige Drehflachen konstanten KrummungsmaBes. 

I 1 Ur A >• gibt es eine spindeltormige Drektiacke vom kon- 
stauten KriimmungsmaB A' == 1 : A 2 , die durck Umdrekung der Meri- 
diankurve 

n 

i 1 ) * = Ji 0 cos <r, ^ = 0. c = J\'A- - A‘ 0 - sin 2 a ■ da 

n 




71 



um die c-Achse entsteht (Figur 24). Dabei ist a der Bogenliinge 
des Meridians proportional. Diese Drehtlacbe 5 0 ist konvex und 
stetig gekriimiut, auBer an den Sclmittpunkten P 0 . Q 0 uiit der Dreh- 
aehse, wo sie Spitzeu hat. In alien anderen Punkteu hat ihr 
KriiminungsniaB den Wert 1 : A 3 . 1 Fur A = J? 0 wird g 0 zur Kugel 
init dem Halbmesser 1 \,. 

Wir behaupten nun: 


Fine honvexe und stetig gehrummte zu ihrer Aquatorebene s\ 

• . . / . n ? i .. . . _ « * 


urn- 


met rise he Drehfiiiche g, auf der das Krummungsma/J der Ungieichheit 



1 Man lindet diese Drelitlaehcu 
Lehrbiichern der Ditlerentialgeometrie 
Theorie der Flaehen, 2. Aufl., Leipzig 


konstanten KrummungsmaBes in alien 
behandelt. Man vgl. z. B. G. Scheffers, 
1013 auf S. 139, 140. 



§ 25 , VIII. 


Drehfldchen konstanter Kri'immung, 
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genugt , enthalten in der Drehflache g 0 vom konstanten Krum- 

mungsmap 1: A 2 , die inti g den Aquatorkreis gemein hat. 



* 


Fig. 24. 


Zum Beweise nehmen wir die Drehachse als z-Achse und die 
Aquatorebene zur xi/-Ebene. Wir betracbten die Kurvenbogen der 
Meridiankurven (£ 0 und (£ von g 0 und g in der Viertelebene 


* ^ 0, y = 0, z ^ 0 

und geben sie in Parameterdarstellung 




9 * 
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wobei der Parameter r den Winkel zwischen der positiven z-Acbse 
und der Kurventangente bedeuten soil (vgl. Fig. 25). 

Zu beweisen ist dann, daB der Bogen (£ innerhalb (£ 0 liegt. 
Zunacbst soil gezeigt werden. daB stets 


* 0 ( T ) = * M 

ist. Dazu beachten wir. daB die GruDdrisse der Zonen der Dreb- 

flacben g 0 und g, die durch Um- 
drehung der Teilbogen von (£ 0 und 
(£ entstehen, die den Parameter- 
werten von 0 bis r entsprecben. 
lolgende Fliicbeninhalte baben 

*iV-*o(r) 2 ) = Ji dF - 

*\K 0 2 ~ x ( r ) a l = JjrdF, 

wenn wir dieselbe Bezeichnung an- 
wenden wie in VII. und die Inte¬ 
gral liber die zugeborige Zone des 
spbariscben Bildes erstrecken. Aus 
der Voraussetzung 



Fig. 25. 


1 


4 O 


ergibt sicb aber 

* !^ o 3 - * 0 ( r ) 2 ’ ^ * !^ 0 3 - * W 2 ! 

oder in der Tat 

( T ) ■**(*)• 

Hieraus kann man aber fur die entsprechenden Kriimmungs- 
balbmesser o 0 und o von (£ 0 und (£ scblieBen, daB stets 

(>o ( r ) ^ 0 ( T ) 

ist. Die Hauptkruminungsbalbmesser der Drebtlacben sind namlicb 
einerseits gleicb den Kriimmungsbalbmessern o ibrer Meridiankurven. 
anderseits den Abscbnitten v aut deren Normalen bis zur Drebacbse 
bin (vgl. Fig. 25). 1 Wir baben somit 

A 2 = 1 = P 0 (*)' v a {r), 

^0 


= P (*•)•»’ (r). 


Dabei ist 


*'o ( T ) = 


•To < ^ 
oos r 


(r) = 


x (r) 
cos r 


1 Man sclie etwa winder das Lebrbueb von Scheffers S. 138. 




§ 25, IX. 


Ergebnisse. 
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Aus der Voraussetzung 



Oder o 0 (r) • v Q (r) & o(t)-v (t) 


und der bewiesenen Beziehung 

x o (0 = x ( T ) oder v o ( r ) = v M 

folgt somit durch Division die gewiinschte Ungleichheit 

Q 0 (r) ^ o (t) . 

Hieraus ergibt sich aber (genau so wie der Satz von § 24, II. 
auf S. 115) ans der Formel (2) von S. 116 die Richtigkeit der Behaup- 
tung, daB (£ innerhalb (£ 0 und daher g in g 0 liegt. 


IX. Ergebnisse. 

Zwischen der Entfernung B 0 der Pole P, Q einer spindel- 
formigen Drehflache g 0 vom konstanten KrummungsmaB 1 : A 2 und 
deni Halbmesser P 0 (P 0 < A) ihres Aquatorkreises besteht nach den 
Formeln (1) von S. 130 die Beziehung 

w/2 

(2) D 0 = 2 j -]/A z - _R^ 2 sm 2 a ■ da. 

0 

Liegt nun die stetig gekrummte konvexe Drehflache g, die mit 
g () den Equator gemein hat, in g 0 , so ist ihr Durchmesser B sicher 
kleiner als der von g 0 

da g wegen der stetigen Kriimmung die Spitzen P und Q von g 0 
nicht enthalten kann. Wohl aber kann man diesen Spitzen beliebig 
nahe kommen und daher ist B 0 die obere Grenze der B. 

Wir hatten innerhalb g eine Kugel mit dem Halbmesser P, 
die zu g konzentrisch war (P ^ P 0 ). Bemerkt man, daB unser 
Integral in (2) eine monoton abnehmende Funktion von P 0 ist, wie 
man durch Differentiation nach P 0 sofort sieht, so folgt aus 

.-r/2 

D <2 J R* sin 2 <7 • da 

0 

wegen P 0 ^ P um so mehr 

jz/2 

(3) & < 2 J y^ 2 - sin 2 o-• da. 

0 

Nach unseren Ergebnissen gilt diese Formel aber allgemein, auch 
fur-Nicht-Drehflachen. Wir finden also: 
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1st 3 eine stetig gehrummte honvexe Flache , auf der das Krum- 
mungsmafi A der Bedingung 



genugt and die einc Kugcl vorn Ilalbmesser _7?(< A) e nth alt, so gilt 
far ihren Jjurchmesser 1) die Ungleiehheit 

•t/2 

1) < 2 J'yj 2 — It* sin^ g • rr. 1 

o 

J/i/w Arz//// dieser oheren Greuze fur D heliehig nahe hommen , indem 
man an einer spindelfdrmigen l)r eh flache vom konstanten Kriimmungs- 
mafi 1 : A 2 /mV A a Is Ilalbmesser des Aquatorhreises die beiden Spitzen 
abrundet. 

Wir baben friiber gezeigt (S. 130), da6 B notwendig ^ A ge- 

nonunen werden muB. Man kann dieses Ergebnis leiebt dabin er- 

giinzen, daB nur dann B = A ist, wenn g Kugelgestalt bat. Ent- 

hult g die Kugel vom Halbmesser A, so muB der Flacbeninbalt 

jedes Normalrisses von g notwendig ^ ,7 A 2 sein. Da das Kriim- 

mungsmaB von g uberall ^ 1 : A 2 ist, muB derselbe Flacbeninbalt 

• • 

nacb der Uberlegung von S. 129, 130 aucb ^ tt A 2 sein. Es bleibt also 
nur die Moglicbkeit = t A 2 often und g kann auBerbalb der Kugel 
vom Halbmesser A keinen Punkt entbalten, da es sonst Normalrisse 

9 

von g > 7i A 2 glibe. g fallt also mit dieser Kugel zusammen. 

Enthult eine honvexe Fliiche g, deren KrummungsmajS durchweg 
— I • A 2 ist , eine Kugel vom Ilalbmesser A , so fallt g notwendig mit 
dieser Kugel zusammen . 


X. Ein Satz von 0. Bonnet. 

Wie wir sebon bemerkt baben, ist die Funktion 

4 

.-t/2 | 

f ~\/J J - R* Sill- a . d a 
o 

in B monoton abnebniend ini Intervall 0 ^ B ^ A. Wir versrofiern 
also den Ausdruck, wenn wir B = 0 setzen. Auf diese Art folgt 
a us der Ungleicbbeit (3) die einfacbere 



B < rr A . 


1st das 



Krummungsmafl m alien Punhten einer konvexen 
ist die Entfernung zweier Punkte der Flache immer 


Flache 

< 7T A. 


1 Tafcln fiir dieso 
!• unktionentafeln von E 


vollstiindigen 
Jaiinke und 


elliptisohen Integrale findet man in den 
F. Emde, Leipzig u. Berlin 1909, S. 6S. 
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Diese Ungleichheit, die hier als Sonderfall aus emer allgemei- 
neren Ungleichheit erschlossen wprde, ist schon im Jahre 1855 von 
0. Bonnet angegeben worden. 1 Man wird sie noch dahin erganzen, 
daB die Entfernung zweier Punkte dieser oberen Grenze ,t A beliebig 
nahe kommen kann, wie man an geniigend dlinnen (P 0 geniigend 
klein) Drehflachen von der konstanten Kriimmung 1 : A 2 selien kann, 
deren Spitzen man sich abgerundet denken moge. 2 Denn mit ab- 
nehmendem 7? 0 > 0 niihert sich die Entfernung I ) 0 der Spitzen 

w/2 

1) Q = 2 ]/A 2 — P 0 2 sin 2 (T d er 

o 

dem Wert n A. 

Wir wollen hier in Kxirze die geistvoile Art auseinandersetzen, 
durch die Bonnet zu seinem Ergebnis gekommen ist, obwohl dabei 
Hilfsmittel der Variationsrechnung benutzt werden, die wir sonst 
nicht als bekannt voraussetzen wollen. 

Es sei ® eine geodatische Linie auf einer konvexen Flache g, 
P ein Punkt von & und s die Bogenlange auf ® von P aus geziihlt. 
Dann besagt die Bedingung von Jacobt, daB © zwischen zwei Punkten 
P und Q nur dann moglicherweise eine kurzeste Yerbindung auf g 
ergeben kann, wenn Q nicht jenseits des zu P „konjugierten“ Punk- 
tes P* liegt, in dem @> zum erstenmal die Einhiillende der geo- 
datischen Linien durch P beriihrt. Diesen konjugierten Punkt, d. h. 
den zugehorigen Wert von s, findet man, wenn man eine Losung p (.^) 
der Differentialgleichung 

herstellt, die fur s = 0 verschwindet. Die nachste Nullstelle von p 
entspricht dann dem konjugierten Punkt P*. Dabei bedeutet K (s) 
das KriimmungsmaB von g in dem Punkte von der dem Para- 
meterwert s zugehort. Aus K ^ 1 : A 2 kann man nach einem be- 
riihmten Satz von J. C. F. Sturm schlieBen, daB die Nullstellen der 
Jacobi schen Differentialgleichung naher aneinanderliegen als die der 
Gleichung 

d ~P _ p 
ds 2 A* 9 

daB also die geodatische Entfernung 5 von P und P* ^ 71 A ist . 3 

1 Paris, Comptes Rendus 40 (1855) S. 1311 — 1313. Man vgl. auch 
G. Darboux, Theorie generate des surfaces. Bd. Ill, S. 103. 

Diese Bemerkung dtirfte zuerst von F. Hausdorff gemacht worden sein. 

Man kommt unmittelbar auf diesen Satz von Sturm, wenn man die 
Differentialgleichungen mechaniscli als Schwingungsgleichungen deutet; dann 
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JVeif man nun , daft es stets eine alter hurzeste V°r bin dung zicischen 
zxeei Punhten auf g gibt und daft diese eine geoddtische Linie ist, so 
schlieBt man, daB die geodatische Distanz irgend zweier Punkte yon 
g stets ^ 7 i A und daher ihre raumliche Entfernung < 71A ist. 

Die hervorgehobene Liicke in der SchluBweise von Bonnet, 
niiinlich der fehlende Existenzbeweis wurde erst ausgefullt durch 
die Existenzsiitze, die D. Hilhert in die Variationsrechnung ein- 
gefiihrt hat. 


§ 26. Andere Krummungsbeschrankungen. 


I. Problemstellung und Znriickfuhrnng anf Drehflachen. 

Der im vorigen Abschnitt gestellten und gelosten Aufgabe 
laBt sich eine ganz ahnliche, ihr in gewissem Sinne dual ent- 
sprechende 1 gegeniiberstellen und mit den entsprechenden, nocli 
etwas vereinfacbten Hilfsmitteln bebandeln, namlich die folgende: 
Von einer stetig gehrummten konvexen Fldche 5 sei bekamit : (A) das 
O'Aussische Krummungsmafi in alien Punhten von g erfulle eine Be - 
dingung 



_1 

B i 


und (B), es set g in einer Kugel vom Jlalbmesser S enthalten. Ge - 
suc.ht tmrd die untere Grenze fur den Abstand paralleler Tangential - 
ebenen von g. 

Wir wollen das Minimum der Entfernung paralleler Tangential- 

ebenen einer konvexen Fliicbe g als ihre „Dicke“ bezeicbnen und 

haben dann die Aufgabe vor uns, die untere Grenze fur die Dicke 

bei alien Fliicben g zu ermitteln, die den Voraussetzungen (A) und (B) 
gentigen. 

Deben wir im b olgenden den Gedankengang fur die Losung des 
1 roblems! An Stelle der Konstruktion von Schwarz tritt als 
rettender Engel bier ein ganz entsprechendes Yerfabren, das g in 
eine komexe Drebtlacbe verwandelt, die wieder die Voraussetzungen 
(A) und (B) erfullt. Dieses ^ erlabren kann man am einfachsten 
mittels der Stiitzfunktion von g (vgl. S. 55) beschreiben. Wir denken 
uns den Kooidinatenanfaug J 1 im Innern von g gelegen und bilden 
g durch i>arallele (auBere) Normalen ab auf die Einbeitskugel um I 
Di eses sp banscbe Bild von g uberdecken wir mit der positiven StUtz- 

sagt (lei 8atz mu die trivinle latsache, daB sieh die Sehwinguugen bei zu- 
nehmender Kraft verselmellern. 

' Man vergl. den auf S. 119 genannten Vortrag des Verfassers. 
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§ 26, II. Die Versteifung. 

funktion H, die die Entfernung der Tangentialebenen der Flache g 
von M darstellt und setzen R an als Funktion der geographischen 
Lange cp und der Breite yj auf der Kugel. Dabei stellen wir die 
Achse a des Polarkoordinatensystems so, daB sie senkrecht stebt auf 
dem Paar (oder, wenn es deren mehrere gibt f auf einem Paar) von 
Tangentialebenen von g, deren Abstand gleich der Dicke von g ist. 
Wir bilden dann die Funktion 

+ *T 

H W = Yn J H V J ) d( P- 

— zz 

Liese ist ebenfalls Stiitzfunktion einer konvexen Flache g, und 
zwar einer Drehflache mit a als Drehachse. 

Unter Verwendung eines von P. Funk 1 in der Theorie der Kugel- 

funktionen eingefuhrten Ausdrucks wollen wir die Konstruktion, °die 

von 5 zu g ftihrt, das duale Gegenstuck der Konstruktion von Schwarz 
als die Versteifung von g bezeichnen. Wenn wir zeigen, daB die 

* S' wirklich den Bedingungen (A) und (B) 

gentigt, so brauchen wir unser Augenmerk nur mehr auf Drehflachen 
zu richten, was (analytisch ausgedrlickt) bedeutet, daB es sich in 
unserer Minimumaufgabe nicht mehr um unbekannte Funktionen 

zweier Veranderlicher, sondern nur mehr um solche von einer Ver- 
anderlichen handelt. 


II. Eigenschaften der Versteifung. 

Fur die versteifte Flache S' haben wir nun entsprechend den 
vier Punkten von § 25, II. S. 120 Folgendes zu erweisen: 

L S ist wieder ltonvex und stetig gekr'ummt. 

J- Ba * KrummungsmafS avf g erfiUt wieder die Bedingumj 

3. g- liegt wieder in einer Kugel vom Halbmesser S. 

4. Die Dicke von § ist gleich der von g. 

Zu Punkt 1 haben wir zu zeigen, daB die Kriimmungshalb- 

messer des Meridians von g positiv sind. Man findet nach der 
rormel (1) von S. 115 


6 + 


d- 3 

d yj % 


+ -T 


fi s+ 


Der Ausdruck in der Klammer bedeutet aber den Krummungshalb- 
messer der Kurve, die bei festgehaltenem cp durcb die Stutzgeraden- 
funkt ion H (cp, ,p) dargestellt wird und diese ist als UmriB von g 


d-H 
6 w- 


j dcp. 


1 Mathem. Annalen 77 (1916), S. 137. 
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Xeue Aufgaben iiber Extreme konvexer Korper. 


fiir eiue Projektion parallel zur Xquatorebene 
also: 


H + 

und (laher in der Tat auck 

U + 

w. z. b. w. 


6 y 2 


d - h 

d y 2 


> 0 

> 0 , 


konvex. 


Wir haben 


Den zweiten Punkt sparen wir uns als schwierigsten wieder bis 

zuletzt auf. 3. Erledigt sicb sofort durcb die folgenden Betrach- 

tungen: Erstens , wenn von zwei konvexen Fliichen g und ® die eine 

in der anderen liegt (g < ©), so gilt dasselbe fiir die durcb Ver- 

steifung an derselben Acbse bervorgebenden Fliichen g < (B. Zwei- 

tens, durcb A ersteifung einer Kugel (i) erhalt man eine gleicbgroBe 
Kugel (B. 

Zu 4. beweisen wir zunlichst: Geht eine Fl'ache g durch Ver¬ 
st eifung aus einer I 1 1ache g hervor , so besteht zwischen den zuqehiirigen 
Lichen stets die Beziehung A ^ A. 1st namlicb 


A + »)* 

so haben wir 

+ .T 

^ = 2~ j( ( f> V') + 'P + n)\ d (p 

— rr 

und da alle Klammerausdrucke ^ A sind, so folgt das gewiinschte 
Ergebnis A ^ A. Anderseits haben wir in unserem Falle die 
Drehachse a senkrecbt gewiihlt zu den beiden Tangentialebenen von 
(S mit dem Minimalabstand A. Diese sind offenbar aucb Taugen- 
tialebenen von g und daher ist aucb A ^ A. Es bleibt also nur 
mehr die Moglichkeit A = A ubrig. 1 


III. Differentialgeometrie der Stiitzfunktion. 

lm nun aucb nocli den allein ausstandigen Punkt Zwei unseres 
Program ms zu erledigeu, kann man in Analogie zu den Untersucbungen 
des vorigen Abscbnitts (§ 25) so verfabren, daB man die Yersteifung 


^ ( ‘benbei bemerkt, erschliefit man hieraus leicbt die Richtigkeit eines 
* a tv* < en man als duales Gegenstiick zrnn Satz von Bieberbacii (S. 123) anzu- 
ion bat: Inter alien konvexen Fliichen von der Dicke A haben die von kon - 
stanten, Abstand parallels Tangentiafebenm das kleinstc Integral der mittleren 
rumtnung. s sind das Minkowski s „Flachen konstanter Breite“, auf die wir 

I P , ! b-. 130) noeli zuriiekkominen. Sic sind dadurch gekennzeicbnet, 

dab be. .linen Durcbmesser und Dicke zusa.nmenfallen: D = A 
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§ 26, III 


herleitet durch unbegrenzte Wiederliolung der Symmetrisierung, die 
wir in § 22, VIL, S. 103 eingefiihrt haben. 

Wir wollen, um moglichst iibersichtliche Formeln zu erhalten, 
die Stiitzfanktion H[cp , xp) von den Polarkoordiuaten cp , xp auf recht- 
winklige Koordinaten a, (3, y bringen, die mit cp , xp so zusammen- 
hangen: 

a = cos cp cos ip, (3 — sin cp cos xp, y = sin xp. 

Da zwischen a, (3, y die Gleichung besteht 

(!) « 2 + /? 2 + 7 2 = i, 

konnen wir von der neuen Stutzfunktion H (a, f3, y) die Homogenitats- 
eigenschaft voraussetzen 

(2) 10, Xy) = Ul(a,/3,y) 

fiir alle 7, > 0. Daraus ergibt sich in bekannter Weise durch Diffe¬ 
rentiation nach X zwischen den partiellen Ableitungen von H die 
Identitat 


(3) ct H a + p Hp + y H y = II 

und daraus durch partielle Ableituug nach a, (3 und y fur die 
zweiten Ableitungen von H 

( aH oa + PE ofi + yH ay = 0, 

( 4 ) «n,. + PB tt + rH fr = o, 

l “ s ra + Pn rfi +yH ry = 0. 

Dabei ist z. B. fur 


geschrieben. 



Die Gleichung der Tangentialebene mit der auBeren Normalen- 
richtung a, (3, y an die von der Stutzfunktion H dargestellte kon- 
vexe Blache g in der „Normalform“ von L. 0. Hesse lautet 


(^) ax-\-{3y-\-yz = H 

und fiir den Beruhrungspunkt a:, y, z gilt uberdies die Formel, die 
daraus durch Differentiation folgt 


(* - H a) d “ + (y - B fi )d0 + {z- E Y )dy = 0 
fiir alle da, d(3, dy, die der Bedingung geniigen 

a da + 0 d0 -}- y dy = 0, 

die sich aus (1) durch Differentiation ergibt. Wir haben somit 

x- H a = pa, y — [a f3 j 

und aus (3) und (5) folgt y = 0. 


t 
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^eue Aufgaben iiber Extreme konvexer Korper. 

Fur die Beriibruugspunktkoordinateii finden sich somit die ein- 
fachen Ausdriicke 

( 6 ) * = H a , y = Hp, z = H y . 

Fs sei nun It eiu Hauptkriimmuiigsbalbmesser von g, also die 
Koordinaten des entsprecbenden Krumrauugsmittelpunktes 

£ = H n -Xa, 7) = 11 _ Rp y £ = — It y. 

Scbreiten wir lungs der zugeborigen Krtimmungslinie von g vor- 

warts, so muB nacb der Definition der Krummungslinien die Rich- 

tung di h in die Normalenricbtung a, (1, y fallen. Das gibt 
die Formeln 


^na dec H a pdp + H ay dy — It da = A a , 

IJ^da + If" d0 + H fir dy -Rdp = A/9, 

H yn da + 11 yfi dp + I J yy dy — dy = A y , 

ecda+ p dp + y dy =0. 

Daraus folgt durcb Eliminieren von rf/9, rf/ und A fur 7? die 
quadratiscbe Gleicbuug 





Entwickelt man diese Determinante nach Potenzen von It , so erlialt 
man nacb einern Vorzeicbenwechsel einen Ausdruck von der Form 


+i? 2 )-« + J? 1 7? 2 «0. 

Darin seben die beiden Koeffizienten so aus: 



»a. 



a j 

"ft* 



fi 1 

1 

u 

ya 

"rt 

Jl 

yy 

7 

a 

p 

r 

0 


und nacb eiuer kleinen Umformung mittels der Formeln (4) 

(9) ^ + n yy . 

Die Formel (8) fiir deu reziprokeu Wert X 7,\ des GAUssisclieu 

RrummungsmaBes A von g wollen wir auch noch'ein wenig anders 

schreibeu. Bezeichnen wir die algebraischen Ivomplemeute der Ele- 
mente m der Matrix 


§ 26 , IV. 
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} H 

aa 


H i 

ay 


0 

aa 

*.0 

<0 ] 

ay 

H r 

0a 

H pt> 

ff s 

mit 

i 

'Vfia 


(0, 1 

&Y 

\ H 

1 y a 


H 

yy 

! 

1 

1 

<0 

ya 


<0 

YY 

konnen wir 

den Formeln (4) entnehmen 




0 
a a 

0 fifi 

0 ry 





a 2 ~ 

P* ~ 

f 


• 



_ 

0 

_ 

®ap 

L 




Pr 

r u 

U P ~ 



Setzt man diese Werte fur die algebraischen Komplemente in den 
Ausdruck (8) ein, nachdem man ihn als quadratische Form in a. ft, y 
entwickelt hat, so finden wir R 2 = X. Es ist also z. B. 


*1*,= 




( 10 ) 


_ 1} r n;- a 

_ HggHpp— H a -p 


( 11 ) 


ist allgemeiner 



H aa 


K r 

a 




b 

H r« 


H ry 

c 

1 

a 

b 

c 

0 


= [aa + bp + cy) 2 




identisch fur alle Werte von a, b und c. 

IV. Verhalten des KriimmungsmaBes bei der Versteifong. 

Cbertragt man, was keine Schwierigkeiten bietet, den Begriff 

der konvexen Funktion auf drei Veranderliche, so siebt man, daB 
die positive Wurzel 

]/r t — s* 

(nacb oben) konvex ist im Gebiet r t - s 2 > 0. Genau dasselbe Er- 
gebms nur etwas anders ausgedruckt wurde auch schon in § 25 
V., is. 125 oben hergeleitet. Aus den Formeln (10) folgt daher daB 

v -^' R ’=yt 

bei festgehaltenen «, p, y m H konvex ist: d. b. es ist 

U {(1 - + * //«>) S (1 _ &) U ( H ( 0 )) + & 

0s,?.<i 


fur 


142 


Neue Aufgaben iibcr Extreme konvexer Korper. 


In U hat man also ein Beispiel eines konvcxen Bifferentiationsprozesses. 
Setzen wir insbesondere 

IF 0 ' = II ( + v, (3, y), 11'" = //(- 6f, 0, y) 

* “i, 

so erhalten wir die schon auf S. 103 betrachtete Symmetrisierung 
an der Ebene x = 0 und finden also, dab sick- bei dieser das Mini¬ 
mum von U = li 2 uicht verkleinert und demnach die Bedinguug 
If II 2 =§= B 2 aufrecht erbalteu bleibt. Symmetrisieren wir noch nach- 
traglich an einer Ebene x cos oj — y sin co = 0 (« irrationales Viel- 
faches von n) und dann wieder an .r = 0 usf. abwechselnd, so 
kommen wir durch Grenzlibergang zur Yersteifung (vergl. § 21). Fur 
die so gefundene versteifte Flache gilt daher nach § 25, VI S. 126 
ebenfalls If 7? 2 2^ B 2 . 

Daraus ergibt sicb das gewiinschte Ergebnis: 

Das Minimum von If R 2 auf der versteiften Flache §• ist groper 
(nicht hleiner) als das entsprechende Minimum auf der urspr'unglichen 
Flache g. Oder: Das Maximum des Krummungsmapes auf § ist 
nicht groper als das auf g. 

Die Bedingung 

K —W~ 

bleibt also bei der Versteifung erhalten. 

Bemerkeu wir schlieblick auch noch, dab wir der Drehfiache §, 
obne die \ oraussetzungen (A) und (B) (S. 136) zu verletzen, eine zur 
Drehachse senkrecbte Symmetrieebene und damit einen Mittelpunkt 
geben konnen, indem wir die Flache g mit der zur Aquatorialebene 
symmetrischen linear kombinieren 

if) 4- y). 

V. Kaseformige Drehflachen konstanten Krummungsmabes. 

Drelit man die Kurve 


x = fRJ-B* sin 2 V , // = 0, 


r 

/> 


(/.’ 2 - fih f- —A* _ 

J 1 A 0 2 — B* siii* ri) 


+ - 

1 


um die z-Achse, so beschreibt sie eine Flache vom konstanten 
viumnnings maB A =1 : B 2 f die, wenn man sie durch HinzufUgung 

1 Man vgl. z. B. wieder Scheffers, Flnckeutlieorie, S. 139 ff. und die 
r onneltafeln von Jaiinke, Emde, S. 46 U'. 
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§ 26, V- Kaseformige Drekflachen konstanten Kriimmungsmafies. 

• T ~ " **• — — ■ ■ ■ —— — ■ - — 

zweier Ereisscheiben vom Halbmesser ]/i? 0 2 - B* zu einer geschlos- 
senen konvexen Flache erweitert, einen konvexen Eorper begreuzt, 
der etwa die Form ernes Harzer Eases hat (Figur 26). Der Para¬ 
meter xp bedeutet dabei wieder den Winkel der Flachennormalen 
mit der Iquatorebene. Wir wollen daher diese Drehflachen kon¬ 
stanten KriimmungsmaBes .,kaseformig" nennen zum Unterscbied von 



den zuvor betracbteteu spindelformigen. Der Abstand der beiden 
kreisformigen Basen, das ist die Dicke des Eases, ergibt sich 

__ -i/2 

4 = 4(4 B 0 ) = 2 dip - 2(4* - B*s f _ dv - _ 

" J B*sin*y,' 

Man kann leicbt obne Becbnung einseben, daB die Funktion 
4 (B, B 0 ) monoton abnehmend in B 0 ist 


fur 


4 (4 4 ) > 4 (4 4 ) 


o < 4 < 4. 

Es ist namlich f ur die zuge horigen Meridiankurven 

= V4 2 - sin 2 xp < x(xp) = j/42 - B 2 sm 2 xp 

und da fur die entsprechenden Eriimmungshalbmesser der Meridian 
kurven die Grleichung gilt 

_ x(yj) 
cos yj 


b * = 44 = 


? (V*) = ~~ • « (pp), 


cos yj 
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Xeue Aufgaben iiber Extreme konvexer Korptr. 


so folgt 

und daraus fiir 


" (v>) > (' (v) 


+ .t/2 

A = f »(i /') cosy dip, 

- .1 2 


+ .il2 


A 0 = f g [xp) cos xp d xp 


- .-x'2 


^ 4) > 


wie wir zeigen wollten (vergl. S. 132). 

Man zeigt mm ganz ahnlich wie in § 25, VIII, S. 130 ff. die Richtig- 
keit folgender Behauptung: Eine stetig gehrummte honvexe Drehflache 
mit cinem Mittelpunkt , auf der das Krummungsmafl ^ 1\B 2 ijf, enthalt 
stets die kasefdrmige Drehflache vom konstanten Kriimmungsmafl l.B 2 , 
die denselben Aguatorkreis hat. 

Daraus ergibt sich zwischen der Dicke A und dem Halbmesser 
des Aquatorkreises die Ungleichheit 

A>A 0 [B,B 0 ) 

und wegen der Monotonie von A 0 um so mekr 

A > A 0 (B, S ), 

wo S ^ B 0 den Halbmesser einer umschriebenen Kugel bedeutet. 

Naeh dem Fruheren aber gilt diese Beziehung nicht bloB fur 
Drehfiiicken, sondern allgemein: 

Zwischen der Dicke A und dem llalbmesser S einer umschriebenen 
Kugel besteht fur eine stetig gekrummte honvexe Eldche, deren Kriim- 
mungsmap ^ 1: B 2 ist , die Ungleichheit 

rt2 .il2 

A >2 f ]/S 2 — B 2 sin 2 xp d xp — 2 (S 2 — B 2 ) P —. dxff 

0 A )/£* — B* sin* xp 

Man kommt dabei der Gleichheit beliebig nahe y wenn die Fldche sich 

einer kdseformigen Drehflache vom konstanten Krummiqigsmafl 1:B 2 
ndhert. 

Die Notwendigkeit von S ^ B (= nur fiir die Kugel) beweist 

man genau analog wie die fruhere entspreckende Ungleichheit B ^ A 
(S. 130 und 134). 

VI. Verhalten der mittleren Knimmung beim Versteifen. 

Nach I\ verhielt sich das Produkt B l 7?,, der HauptkrUmmungs- 
halbmesser bci linearer Kombination tier Stutzfunktionen als Quadrat 
der positiven konvexen Funktion U selbst konvex 1 
7 \ A {( 1 -d)H m + ,'h //'»j g (1 - 

1 In (Inn folgencicn Formeln sind li, J,\ und {If, + S t ) nicht als Zahl- 
zoielien, sondern als DitlVrentialoperationen zu denteu. 
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Anderseits folgt sofort aus (9) S. 140, daB sich die Summe der 
Kriimmungsbalbmesser linear kombiniert 

(7? x + J 

= a - w + xjm + *(*,+ ^ 2 )(^ ai ). 

Demnacb gelten fur die „mittlere Kriimmung“ 

B 1 -f Ho __ 1 . ^ _ y\7 

R l B i R x ■*" i? 2 


die Abscbatzungen 

AICI — jV-'i R (0) 4- ft 7/ (1) l < ( 1 + (-g (0) ) + & (R t + R 2 ) (R ll) ) 

U J + — (1 -#)R l R 2 {H™) + &R 1 R i (E"') ’ 

_Lui _ a\ //(oi i , 9 . zm>i > (1 — #) R\ Rj (3 (0> ) 4- & R t R 7 

N *' ' “ r > — (1 - tf) (i?! + R s ) (i? (0) ) + # (tf, + R t ) {H 11 ') 

Da die Funktionen von # auf der recbten Seite monoton sind, so 
baben wir das Ergebnis: 

A r {(l - &)H {0) + & H a) \ 

liegt zwischen 

N{H < 0) ) und A(# (1) ). 

Insbesondere gilt dies fiir die Symmetrisierung von S. 108. Durcb 
Wiederbolung und Grenziibergang ergibt sicb fiir die Versteifung: 

Geniigt die mittlere Kriimmung auf einer stetig gehrummten kon - 
vexen Fldche g den Ungleichheiten 


^j(i + 


1 < 1 4 - 1 < 1 

P — R x f R t = Q 9 

so gelten dieselben Ungleichheiten auch auf jeder Drehflache die aus 
g durch Versteifung erkalten wird . 

Dies kann man dazu verwenden, urn die Aufgaben zu bebandeln, 
die man aus den Problemen von S. 119 und 136 erbalt, wenn man 
statt fiir das KriimmungsmaB fiir die mittlere Kriimmung Be- 
scbrankungen einfiibrt. 


\ 


Blaschkb, Kreis und Kugel. 
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Anliang. 

Ausblick auf weitere Untersucliungeii 

ttber konvexe Korper. 


Ausgehend von den isoperimetrischeu Eigenschaften vou Kreis 

und Kugel sind wir naturgemaB zu den viel allgemeineren Gebilden 

..konvexer Bereich“ und ..konvexer Korper“ gefuhrt worden. Man 

darf vielleicht mit einiger Berechtigung die Behauptuug wagen: Der 

Untersucliung dieser Gebilde kommt fiir die heutige geometriscbe 

Forschung eine iihnlich wichtige Rolle zu, wie sie einst zur. Zeit 

der Erfindung der projektiven Geometrie, andere VeraUgemeine- 

rungen von Kreis und Kugel eingenommen haben. niimlich die Ke^el- 

scbnitte und die Flacben zweiter Ordnung. Es ist naturlicb, daB 

man von einer geometrischen Figur um so mehr aussagen kann, ie 

mebr kennzeichuende Eigenschaften der Figur man als bekannt 

voraussetzt. Deshalb ist es besonders merkwttrdig, daB sich aus der 

sehwachen Forderung der Konvexitat eine solche Fttlle scbbner und 
tietliegender Folgerungen zielien laBt* 


Es ware heute vielleicht schon an der Zeit, eine zusammen- 

iassende Darstellung der bisherigen Ergebnisse aus der Theorie 

der konvexen Korper zu geben. Das liegt aber durchaus nicht im 

Uane dieses kleinen Buches. Indessen wird es moglicberweise 

manchem nicbt unwillkommen sein. wenn jetzt zu guter Letzt uocb 

em kurzer Bencht angefugt wird iiber weitere liierber geborige 

.inzeluntersucbuugen. Dabei sollen mebrfacb Mitteilungen von 
U. Hehglotz verwertet werden. 

Konvexe Kurven und Fladien haben, wenn wir geradlinme Teile 

t Eigenscbaft, von einer Geraden bBcbstens 1 zw 

L ” “ r Z " "' rd “' ausdriicken 

vann (ini allgemeinen) mcht analythche Gebilde von zweiter Ord- 

biide zweiteTo T Legelschnit , te und -Q»adrikeu- als analytische Ge- 
zweiter Ordnung gegeniiberstehen. In neuerer Zeit haben beson- 
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ders zwei daniscbe Geometer, namlicb Ch. S. Juel und J. Hjelmslev 
systematisch solcbe nicht analytiscbe Gebilde aucb von hoberer 
Ordnung untersucbt. In diese neue Art von Geometrie, die einer- 
seits zwiscben der Analysis Situs und der projektiven Geometrie 
und anderseits zwiscben der Analysis Situs und der Elementar- 
geometrie ein Zwiscbenglied bildet, gebort aucb als erster und grund- 
legender Teil die Geometrie des Konvexen. Dabei wird allerdings 
von den beiden daniscben Geometern das Hauptgewicbt auf projek- 
tive Eigenscbaften der nicbt analytiscben Gebilde gelegt, wahrend 
bier die im Sinne von Felix Kleins „Erlanger Programme 1 elementar- 
geometrischen im Yordergrunde steben. 

I. Flacheninhalte der Normalrisse eines konvexen Korpers. 

Wir setzen die gescblossene konvexe Begrenzungsflacbe eines 
konvexen Korpers im folgenden der Kiirze balber als regular und 
analytiscb mit von Null verscbiedenem KrummungsmaB voraus und 
sprecben in diesem Sinne kurz von einer „ Eiflache “. 

Wir wollen einen Zusammenbang berstellen einerseits zwiscben 
den Flacbeninbalten, anderseits zwiscben den Umfangen aller Nor¬ 
malrisse (senkrecbten Projektionen) einer solcben Eiflacbe. 

W T ir denken uns unsere Eiflacbe © durch parallele auBere Nor- 
malen eineindeutig abgebildet auf die Einbeitskugel und bezeicbnen 
entsprecbende Oberflacbenelemente mit do und do. Dann ist das 
Gauss iscbe KriimmungsmaB K von © erklart durcb 

. d co 
do — —— • 

A 

Es sei nun p die Picbtung der parallelen Projektionsstrablen und 
mit demselben Bucbstaben sei aucb der Punkt der Einbeitskugel 
bezeicbnet, dessen Halbmesser (Radiusvektor) die Ricbtung g bat. 
Bann ist der Flacbeninbalt des Normalrisses von (5 in der Ricbtung g 
durcb den Ausdruck gegeben 

( X ) F e = %S I C0S ^ I d °" = i f 1 C °l-! " 1 - d • 

Babei ist die zweite Integration iiber alle Punkte a der Einbeits¬ 
kugel zu erstrecken. 

* * • 

Wir wollen nun F q als „Stutzfunktion‘ ; (S. 55) auffassen, indem 
wir zu einem festen Punkt zwei zur Ricbtung o senkrecbte Ebenen 
zeicbnen, die von diesem festen Punkt beide die Entfernung baben. 

1 Erlangen 1872. Abgedruckt in den Mathem. Annalen 43, 1893. 

10 * 
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Anhang 


Dann, behaupten wir, umhullen alle diese Ebenen eine neue Eiflache. 
Mit anderen Worten: 


Konstruiert man senkrecht zu den Erzeugenden jedes (5 umschrie - 
benen Zylinders zwei par allele Ebenen , deren Entfernung von einem 
festen Punkt gleich dem Flacheninhalt des Zylinderquerschnitts ist, so 
umhullen alle diese Ebenen wieder eine Eiflache , und zwar eine Ei¬ 
flache , die den festen Punkt als Mittelpunkt hat. 

Das ergibt sich mittels der Integraldarstellung (I) der Stiitz- 

funktion F p daraus, daB einerseits K a > 0 ist und anderseits | cos 1 
bei festem a Stlitzfunktion eines konvexen Korpers ist, namlich der 
Strecke von der Richtung a und der Lange Zwei. Durch positive 
Linearkombination erhalt man aber aus Stlitzfunktionen konvexer 
Korper wieder solche (S. 94). 

Man kann das auch so einseben. Ftihrt man die rechtwinkligen 
Koordinaten der Punkte g, a auf der Einheitskugel ein, so kann 
man die Formel (I) auch schreiben: 


ft, r.) - 


d co 


Hier ist die Stutzfunktion positiv homogen im ersten Grade in bezug 
auf die Koordinaten a p , fl g , y wie das bei Minkowski stets an- 
genommen ist, und man erkennt sofort die Richtigkeit der fiir diese 
Normierung gultigen Konvexitatsbedingung 1 

+ “2. ft + ft, y, + y 2 ) ^ F(a v ft, Yx ) + F(a v ft, r% ). 

Aus dem gefundenen Ergebnis ergibt sich u. a. sofort die Rich- 
tigkeit einer von CarathIsodory vermutungsweise aufgestellten Be- 
hauptung: Sind F v F 2 , F 3 die Flacheninhalte der Normalrisse eines 
konvexen Korpers in drei senhrechten Fichtungen, so gilt fur den In- 
halt F irgend eines Normalrisses 



F S + F* 2 +F'. 


II. Umfange der Normalrisse eines konvexen Korpers. 

Machen wir in der Formel (I) die Hauptkrummungshalbmesser 
F i7 -^2 Punkte (j einzeln sichtbar 


2 F e=f I cos (>* I ‘(ft X , L - da , 0 

und wenden wir dieselbe Formel anstatt auf unsere Eiflache @ auf die 


1 Minkowski, G 
fanktion wurde auch 


es. Werke, II, S. 231 f. Dieselbe Normierung der Stiitz- 
i" diesem Buche auf S. 139 benutzt. 
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konvexe Parallelflacke im Abstand e (nack auBen) an, so ergibt sich 


2 {* e + L e > + 


7T£ 2 j=J | COS O (7 | • (- 8 , + t) a (S a + 4 ■ d co„, 


wenn wir mit L Q den Umfang des Normalrisses bezeichnen. Die 
Vergleichung der Glieder erster Ordnung in e gibt das bemerkens- 
werte Ergebnis 

(H) 2 Z t> = f I cos fir | • (JSj + li 2 l-da, a . 


Da R x -f- > 0 ist, folgt hieraus ein ganz entsprechender Satz 

wie aus (I): 

Errichtet man senkrecht auf die Erzeugenden jedes einer Ei - 
fltiche (£ umschriebenen Zylinders Ebenen , deren Entf'emung von einem 
festen Punkt gleich dem Umfang des ZyUnderquerschnitts ist , so um- 
hullen diese Ebenen eine Eifiache mit Mittelpunkt . 

Man bemerkt nebenbei sofort, daB die Oberlegung, die von (I) 
nacb (II) fuhrt, sich sofort auf die Normalrisse eines konvexen Kor- 
pers im n-dimensionalen (n ^ 2) Raume anwenden laBt. Unter den 
Integralzeichen treten die symmetrischen Grundfunktionen 1 der n 
Hauptkrummungshalbmesser auf. 

SchlieBlich wollen wir die Formel (II) auch noch so schreiben, 
daB wir die Stutzfunktion H von © einflihren. Dann wird (vergl. 
Formel (L) yon S. 107) 

n L e =$H a da, 

wo das Integral liber die Bogenelemente </<>(> 0) des GroBkreises 
der Einheitskugel zu erstrecken ist, dessen Ebene auf der Richtung o 
senkrecht steht. Fur R 1 -f- R 2 gilt die schon einmal benutzte For- 
mel Weingartens (vgl. S. 110) 

R x + = 2 H + A 2 H. 

Wir finden also 


n 


cos g a | • (2 H + A 2 E) a > d co a , 


eine auf anderem Wege 2 von G. Herglotz gefundene Formel, die 
spater verwendet werden soli. 


1 Vergl. z. B. das Lehrbuch der Algebra von H. Weber, 1. Bd., Braun¬ 
schweig 1898, S. 156. 

8 Nach Green ist (vergl. Darboox III, S. 200) 

^ Ifo) d<J = f ^ A% V ~~ 
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Die Funktion L q auf der Einheitskugel, die aus der Funktion U a 
auf dieser Kugel durch Integration langs der GroBkreise ^ gewonnen 
wird, nennt man nach P. Funk 1 das v Kreisintegral“ von H g . Unter 
Verwendung dieser Ausdnicksweise laBt sick das friihere Ergebnis 
so ausdriicken: 

Das Kreisintegral der Stiitzfunktion einer Eiflache ist wieder Stutz - 
funktion einer Eiflache. 


III. Minkowskis Korper konstanter Breite. 2 

Wir wollen nach Minkowski eine Eifliiclie „von konstanter Breite u 
nenneu, wenn je zwei parallele Tangentenebenen eine feste Ent- 
fernung D baben (vergl. die Anmerkung auf S. 138). Nennen wir -f- a 
und — a zwei diametral gegeniiberliegende Punkte der Einheitskugel, 
so gilt fur die Stiitzfunktion einer Eifliiche konstanter Breite die 
kennzeicbnende Beziebung 

//. + 7/ = D . 

+ n 1 — o 

Wenden wir daher die Formel (*) fur den Umfang (der Querscbnitte) 
der umschriebenen Zylinder an, so seben wir sofort, daB aus der 
Konstanz der Breite die Konstanz des Umfangs folgt 

n 7% 

4 =fn„da = fu„dc +f[D - = .T D. 

ftp 0 u 

Minkowski bat aber bemerkt, daB aucb die tlmkebrung ricbtig ist, 
daB man sick somit so ausdriicken kann: 

Die konvexen Korper konstanter Breite sind identisch mit denen 
konstanten Umfangs . 

Dazu ist also zu beweisen, daB aus 


folgt 



Jf n d a = 7 r D (= konst 


•) 





wenn ^>£> die Halbkugel mit dem Mittelpunkt ^ und n die iiuBere Normale von 
tin bedcutet. Setzt man darin y = II und y = « a c + 8 (l e + so wird 


= 0 ’ 


n 


d y 
dn 


ft 


= - 1 


O 


J t y = —2 y 


und das gibt in die Formel von Green eingesetzt gerade die obige Gleichung (**). 

blacken mit lauter gesehlossenen geodtttischen Linien, Mathem. Annalen 
74 (1913), bes. S. 284; Bearbeitung einer Gottinger Dissertation von 1911 
2 Uber die Korper konstanter Breite, Ges. W. II, S. 277—279. 
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Wir wollen die Funktion H o anf der Kugel in einen „geraden“ Be- 
standteil F , fiir den 

fi / 


- F = 0 


a 


und in einen „ungeraden“ Bestandteil G , fur den 

G +a+ G_ o J 0 

ist, zerlegen 

H = F + G . 

a a 1 a 

JDazu hat man zu setzen 

F a = \[H +a + H. a ) 


und 


G a = \ [H+ fj — i/_ a ). 

Unsere Aufgabe ergibt fiir den geraden Teil F die Bedingung 


JF a da = n J) 


8 . 


und wir haben daraus 2 F„ — D herzuleiten. Fiibrt man noch 



ein, so ist fiir die gerade Funktion <I> G aus dem Verschwinden des 
Kreisintegrals 

f (P a do- = 0 

das Verschwinden der Funktion zu erschlieBen. 

Minkowski beweist das dadurch, daB er <P G nach Kugelfunk- 
tionen entwickelt und indem er bemerkt, daB das Kreisintegral einer 
Kugelfunktion gerader Ordnung sich von der Funktion selbst nur 
um einem konstanten Faktor unterscheidet. 1 Funk erreicht das- 
selbe Ziel auch ohne Reihenentwicklung auf elementarem Wege. 2 

Es sei erwahnt, daB es liber das zweidimensionale Analogon 
der Eiflachen konstanter Breite, namlich iiber die konvexen Kurven 
konstanter Breite, eine ausgedehnte Literatur gibt, die bis auf 
L. Euler zuriickgeht und mit dem sogenannten „Nadelproblem“ der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung zusammenhangt. 3 


IV. Korper konstanter Helligkeit. 

Es liegt der Gedanke nahe, die Fragestellung Minkowski s etwas 
abzuandern und nach alien Eiflachen zu fragen, fiir die die Quer- 


1 Vgl. Formel (0) in der Anmerkung auf S. 155. 

2 Mathem. Annalen 74, S. 286. 

3 Zitate findet man in den Mathem. Annalen 76 (1915), S. 504. Das 
Nadelproblem heiBt nach seinem Erfinder auch „Aufgabe von G. Buffon‘ £ . 

Vgl. A. A. Markoff (Liebmann), Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig u. Berlin 
1912, S. 164, 167. 
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sclmittsflacbeninbalte der umscbriebenen Zylinder konstant sind. Der 
von einer solcben Flacbe umscblossene Korper soli nacb Herglotz 
ein Eikorper ..konstanter Helligkeit^ beiBen. Wir denken uns nam- 
lich, daB seine Oberfliiche gleicbmaBig Licbt aussendet, und daB die 
Helligkeit, unter der man den Korper aus einer Ricbtung siebt, 
proportional dem Fliicbeninbalt des Normalrisses in dieser Ricb- 
tung ist. 1 

Will man das Gauss iscbe KrummungsmaB 

K - 1 

h\ K t 

einer solcben Eiflacbe als Funktion der Normalenricbtung ermitteln, 
wodurcb nacb Minkowski die Eiflacbe im Wesentlicben eindeutig 
bestimmt ist 2 , so bat man nacb Formel (I) von S. 147 die ..Integral- 
gleicbung erster Art“ 

konst. = J | cos t7cr | . [J\\ d co n 

aufzulosen. 

Durcb Zerlegung in geraden und ungeraden Bestandteil kornrnt 
man wie im vorigen Abscbnitt III zum Ergebnis, daB die Bedingung 

(#1 R 2 ) + a + (#! li 2 ) - o = konst. 

notwendig und hinreichend ist fur Eikorper konstanter Helligkeit, 
wenn man nur zeigen kann, daB aus Gleicbung 

J | COS (M7 | • 0 O d(0 o = 0 

fur die gtrade Funktion 0 O das identische Verschwinden folgt 

Das kann man nacb Herglotz so beweisen, daB man wieder 

in gerade Kugelfunktionen entwickelt, die ,,Eigenfunktionen“ unserer 

Integralgleicbung 3 sind, oder aucb dadurcb, daB man mittels der 

Formel ( *) von S. 149 auf die Auflosung der frtlheren Funktional- 

gleicbung mit dem Kreisintegral zurUckgebt, worauf wir nocb zurUck- 
kommen (S. 154). 4 

\\ ii linden also: Line Eiflache ist dann und nurdann von konstanter 


1 Vgl. die Dissertation von Herglotz, Ober die scheinbaren Helligkeits- 
verhaltnisse . . MUnchen 1902. 

*Ges Wcrke II, S. 130, 270 ff. Man sehe auch die Angaben dieses 

* Jj an vg1, ( * ie Formel (-H in der Anmerkung auf S. 155. 

« - 'f^-VortragdesVertassers: Aufgaben der Difierentialgeometrie 
un groLen, Sitzungsberiehte der Berliner niathematisclien Gesellschaft 15(1916), 
oitzuug voin 15. XII. 1915, S. 62—67. 
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Helligkeit , wenn zwischen den Hauptkr'ummungshalbmessern in Punkten 
mit parallelen Tangentenebenen die Beziehung besteht 

(#i ^ 2 ) + 9 + (J?! P 2 )-o = konst. 

Die beigegebene Fig. 27 gibt ein einfaches Beispiel fur den Meridian- 
scbnitt eines Eidrehkorpers konstanter Helligkeit, dessen Begrenzung 



Fig. 27. 


allerdings nicht analytisch ist. Die Meridiankurve kann in recht- 
wmkligen Koordinaten x , y, z mittels eines Parameters cp so dar- 
gestellt werden: 
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Dabei ist die r-Achse Drehachse. Die entstehende Drehflache ist 
aus einem Stuck einer Drehflache konstanten KriimmungsmaBes und 
aus einem Stuck einer Kugel zusammengestiickt. Es ist zu beachten, 
daB das KriimmungsmaB an der Xante und an der Spitze der 
Eiflache gleich Null zu setzen ist. 


V. Integraldarstellung konvexer Korper mit Mittelpunkt. 

Nach den Formeln (I) und (II) von S. 147 und 149 liegt es 
nahe, die Stutzfunktion 7/ irgend einer Eiflache mit Mittelpunkt 

mittels des symmetrischen „Kernes“ | cospu- | in der Form darzu- 
stellen: 


(t) U„ = f I cos Off I h a doi„. 

Wir wollen dabei die Funktion h a auf der Einheitskugel immer als 
gerade Funktion (S. 151) voraussetzen und die Integration ist wieder 
liber die ganze Oberfliiche der Einheitskugel zu erstrecken. Dann ist, 
wie man mittels der Entwicklung von h a nach Kugelfunktionen ein- 
sehen kann, diese Funktionalgleichung nach h n eindeutig auflosbar. 

Man kann diese Auflosung aber auch auf anderem Wege in 
geschlossener Form bewerkstelligen. Schreiben wir fur 

II ,. = h,f I cos ? ff I ‘ da 

zur Abkiirzung 

Ji=rh , 

setzen wir ferner 

(A, + 2)7/ = v 7/ 
und schlieBlich fur das Kreisintegral 


die Abkiirzung 0 7/, 
abkiirzen 

oder 


so konnen wir die Formel (**) von S. 149 so 

<I>H = fy Jl 


<i> = r v • 

Deutet man die inversen Operational durch die Marke 
folgt daraus 1 


— 1 an, so 


nUln ^ 1C ^ u ^ w i L 'khing nach Kugelfunktionen heran. so sieht man 
sofort, daB and, 0 = V r und daher = 0-x v j st Fiir eine Kugel- 

unktion A„ vom Grade n gilt niimlich die Differentialgleichung (Vgl.*(5) S. 108] 
(V| V - Y " = -(n- l)(;j + 2) X n 
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r ~ 1 - vr 1 . 

Man kann also die Umkehrung der Operation r aus der Um- 
kehrung von & durch Differentiation herleiten. 

Die Umkehrung von & hat aber P. Funk auf die Auflosung 
der von N. H. Abel heim Problem der Tautochrone benutzten Inte- 
gralgleichung zuriickgefuhrt. 1 Nimmt man den Punkt g als Nordpol 
eines Systems von Polarkoordinaten auf der Einheitskugel und be- 
deutet (p die geograpbiscbe Lange, nj 2 — 0 die Breite, so setze man 

+ -T 

s e (O)=~j im <p)dy, 

— 71 


dann findet man nacb Funk fiir die Kreisintegralgleichung 


die Losung 



.t/2 


r.-*.+S 


dH p {6) 
cos © 


o 


* 


VI. Formeln fiir Mittelpunkteiflachen. 

Fiir die Koordinaten des Beriibrungspunktes der Tangenten- 
ebene mit der auBeren Normalricbtung g bei einem Eikorper, dessen 
Stiitzfunktion in der Integraldarstellung (j) gegeben ist, findet sicb 
durch Differentiation [vgl. (6) S. 140] von (-J-) 

(1) 

x e = T^f a °' k °' da °’ y s = • h ° • dco °’ z e’ = T^f?°' h °' dw °’ 

■ wenn cc aj (3 a , y a die Koordinaten des auf der Einheitskugel verander- 



und fiir eine 
(<*>) 


gerade Kugelfunktion ergibt das Kreisintegral 


0X 


2m 


«r 

= (-1 r 


1 • 3.5 . . 2m — 1 

2 • 4 • 6 • • • 2 m 




Schliefilich liefert die Opei*ation T 


= (- d- + 1 


1 • 3 • 5 • 
2*4*6* 


• 2m — 3 

• 2m + 2 



1 Vgl. die schon genannte Dissertation in Mathem. Ann. 74. Ferner 
Abel, Resolution d’une probl^me de mdcanique (1826), Oevres, Kristiania 1881, 
S. 97—101 oder Crelles Journal Bd. 1. Man findet die Auflosung der Integral- 
gleichung Abel s wiedergegeben in E. Gouesat, Qours d’Analyse mathSmatique, 
Paris 1 910, Bd. 1 , S. 343. 
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lichen Integrationspunktes o sind und die drei Integrationen nur 
liber die Halbkugel 

c'-q Uo 4 - P Q Pa + 7e7o> 0 

erstreckt werden. 1 

Durch weitere Differentiationen ergeben sich fur die Haupt- 
krummungshalbmesser unserer Eiflache im Punkt mit der auBeren 
Normalenrichtung p die Formeln 

(2) + Ii 2 l = (4 + 2) // = -1- fh a da. 


(3) 


//< 

Slo itff 


wo wieder den GroBkreis der Einheitskugel bedeutet, der auf der 
Richtung p senkrecht steht, und wo d a und d r die (positiven) Bogen- 
elemente dieses Kreises sind. 

Ferner ergibt sich schlieBlich eine durch ihre Symmetric be- 
merkenswerte Formel fiir den Rauminhalt •/, der von unserer Ei- 
Bache umschlossen wird. Es seien 

e(<V fto, 7a); p x , 7 t ) 

drei Punkte der Einheitskugel « 2 + p 2 + y 2 = 1. Wir wollen den 
absoluten Betrag ibrer Determinante 

a p y 

C • 0 ' c 

I p a y a ! 

I “r Pr I 

nnt [p, n . T ] bezeichnen. Dann ist 


(4) 


7 ~ 6 n’fj J r ] • h c h o K ■ d 0> a d d W, 


wo alle drei Integrationen fiber die ganze Obertiache der Einheits- 

kugel zu erstrecken sind. Hieraus ergeben sich ferner durch t)ber- 

gang zu Parallelkorpern fur Obertiache 0 und Integral M der niitt- 
leren Krummung sofort 


(5) 

( 6 ) 


f (T > T ] ‘ ^ ( °n ^ (0 ° d <° t ? 


in 


'a « • 


tl , kauu "? eh diesen 1 fiir * y n , x n unsere EidSche alsAuf- 

tell v 1 'To °. rper3 mit Mitt0l >"“ nkt deuten, der bis zur H&lfte ein 

VI . , ,, Formoln mui Ergebnisse des vorigen Ab 

schiutts \ hat aueh Herr RaIjon irefunden. 
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Daffir, daB eine in der Form (f) dargestellte Funktion II Stfitz- 
funktion eines konvexen Korpers ist, ist, wie wir schon in den Ab- 
schnitten I und II gezeigt baben, 4^0 hinreichend. Doch 
ist das offenbar nicht notwendig und es ware wfinschenswert die 
speziellen konvexen Korper, fur die 4^0 ist, die, wie man sich 
ausdrficken kann, durch positive Linearkombination aus Strecken 
entsteben, irgendwie einfach zu kennzeichnen. Durch eine affine 
Transformation, d. h. durch eine projektive Umformung des Raumes, 
die das unendlich Ferne unter sich laBt, geht ein solcher spezieller 
Korper wieder in einen solchen fiber. Von den Vielflachen sind die 
dazu zu rechnen, deren samtliche Seitenflachen je einen Mittelpunkt 
besitzen. 


VII. Kennzeichnung des Ellipsoids unter den Eiflachen. 

Es laBt sich eine Reihe hfibscher geometrischer FragestellungeiT^^^^ 


dadurch gewinnen, daB man irgend eine altbekannte Eigenschaft des^^-aw^fr*-® 
Ellipsoids hernimmt und fragt: Ist diese Eigenschaft fur das Ellipsoid 


unter alien Eiflachen kennzeichnend? 

Es sei z. B. ein besonders schones derartiges Ergebnis erwahnt, 
auf das H. Brunn in seiner Habilitationsschrift „Uber Kurven ohne 
Wendepunkte^ (Mfinchen 1889, S. 59) gekommen ist: Eine Eiflache , 

die von jeder sie treffenden Ebene nach einer Eilinie mit Mittelpunkt 
geschnitten wird, ist ein Ellipsoid, 

Hier sei ein ahnliches Ergebnis hergeleitet, das sich in der 
Variationsrechnung verwerten laBt 1 : Eine Eiflache, die von jedem 
umschi'iebenen ZyUnder langs einer ebenen Kurve beruhrt wird , ist 
notwendig ein Ellipsoid, 

Bedient man sich der Ausdrucksweise der darstellenden Geo- 
uietrie, so kann man unsere Aufgabe so fassen: Man soli alle Ei¬ 
flachen ermitteln, bei denen die Eigenschattengrenze bei jeder 

Parallelbeleuchtung eben ist. 

Zunachst wollen wir allgemeiner alle Eiflachen auffinden, bei 
denen die Schattengrenzen dann eben sind, wenn die Lichtstrahlen 
einer festen Ebene („Grundebene“) parallel laufen. Unterwirft man 
eine solche Eiflache Qc einer geeigneten Affinitat, so geht ihre Eigen¬ 
schaft offenbar nicht verloren. Dabei ist wieder unter „Affinitat u 
nach Moebius eine solche projektive Umformung verstanden, bei der 
das unendlich Ferne unter sich bleibt. Legen wir an (5 die zur 


Raumliche Variationsprobleme mit symmetrischer Transversalitatsbedin- 
Keipziger Berichte, Math.-phys. Klasse 68 (1916), S. 50—55. 
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Grundebene parallelen Tangentenebenen, so konnen wir durch eine 
solche affine Umformung stets erreichen, daB die Yerbindungslinie 
der Beriikrungspunkte p und q dieser Tangentenebenen auf die 
Grundebene senkrecht zu steben kommt. 

Beleuchten wir nun unsere Eifliiche (5 durch parallele und 
,,wagerechte“, d. h. zur Grundebene ® parallele Lichtstrahlen, so soli 
die Eigenschattengrenze 0 eine ebene Linie sein, also weil sie auf g 
liegt. eine Eilinie durch die Pole p und q des Eies. 

Zwei beliebige wagerechte Ebenen schneiden g in wagerechten 
Eilinien 33 x und 3B 2 und die Tangenten an diese Linien in ihren 
Schnittpunkten mit -der Schattengrenze © sind parallel. Projizieren 
wir nun die gauze Figur senkrecht auf die Grundebene. Der ge- 
meinsame GrundriB von p und q sei o. Der GrundriB von 0 ist 
eine Gerade ©' durch o, die Grundrisse von 33j und 3B 2 zwei Ei¬ 
linien 3B/ und 3B 2 ' um o. 

Jede Gerade ©' durch o schneidet somit 33/ und 33/ in Punkten 
mit parallelen Tangenten, d. h. aber: SB/ und 33/ haben o als 
Mittelpunkt und sind ahnlich und zu o iihnlich gelegen. Daher sind 
aber auch 33j und 3B 2 almlich und man sieht, wie man die all- 
gemeine Eifliiche der verlangten Art auffindet: 

Konstruhtionsvorschrift: Man nehme in der Grundebene eine be¬ 
liebige Eilinie 33 an mit o als Mittelpunkt. Man nehme femer in 
einei Ebene durch p und q eine Eilinie © an, die zur Yerbindungs¬ 
linie p und q symmetrisch ist und 3B schneidet. Dann halte man 
p und q lest und lasse © um die Yerbinduugslinie dieser Punkte 
so diehen und sicli dabei affin zu sich selbst verandern, daB jeder 
Punkt von © eine zu 33 ahnliehe und ahnlich gelegene Eilinie be- 
sclueibt. Das Gauze ist eine A erallgemeinerung der Erzeugung der 
Drehflachen durch Umdrehung des Meridians. 

Heben >\ir henoi: 1is hat sich gezeigt , daft die Schattengrenze © 
ZUr ^^dungslinie der beiden Punkte p und q st/mmetrisch ist . 

\ erlangen wir nun von unserer Eifliiche ffi, daB jede Schatten¬ 
grenze © von (£* (immer bei Parallelbeleuehtung!) eben sein soli, so 
hdgt aus dem Yorangehenden, daB jede solche Eilinie © zur Yer- 
inc un D s mit iigeml zweier ihrer ,,gegenuberliegenden“ Punkte p 
und q symmetrisch, d. h. ini allgemeinen schiefwinklig symmetrisch, 
sun mu , ^enu ^ ii Punkte mit parallelen Tangenten gegenUber- 
liegend nennen Damns kann man aber schlieBen, daB © eine 
Ellipse ist, namlich etwa folgendermaBen. 

/ a " R Ze ! ch “ et , leicht awoi so 'c>'e Symmetrieachsen S( und ?l„ 
on dab die (schiefe) Spiegel ung an ?l mal der an Sl„ eine gleieli- 
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sinnige Affinitat CP n von der Periode 2" ergibt. Wir transformieren 
<I> n durch eine neue Affinitat 0 in eine Drehung <[)* = qs 

durch den Winkel 2n:2 n . Die durch 0 aus © entstandene Eilmie ©* 
geht bei der Drehung ® n * in sich liber. Halt man 51 fest und setzt 
anstelle von 21 n jetzt 8t n + 1 , so wird, sobald n > 1 ist, <l> n + x durch 
dieselbe Affinitat W in eine Drehung &,* + 1 == 0- 1 + 1 qr ve r- 

wandelt wegen 0 * + 1 = 0*. Daher wird©"' durchDrehungen um be- 
liebige Winkel von der Form 2mn:2 n {m,n = 1, 2, 3,...) in sich iiber- 
gefiihrt, kann also nur ein Kreis sein. Somit war © wirklich eine Ellipse. 1 

Bisher ist also gezeigt, daB alle Schattengrenzen von (£ Ellipsen 
sind. Gehen wir nun zu unserer fruheren Konstruktionsvorschrift 
zuriick. Beleuchten wir den dort konstruierten Korper mit lotrecht, 
d. b. senkrecht zur Grundebene auffallendem Licht, so wird die 
Schattengrenze eine in einer wagerechten Ebene liegende, zu 53 
ahnliche Kurve, die wir durch geeignete Parallelverschiebung der 
Grundebene mit 23 zusammenfallen lassen konnen. Da jetzt auch 
28 eine Ellipse sein soil, so konnen wir durch eine geeignete affine 
Transformation, die p und q in Ruhe laBt und die Grundebene in 
sich iiberfuhrt, SB in einen Kreis verwandeln. Dann wird aber, wenn 
man unsere Konstruktionsvorschrift heranzieht, @ zu einer Drehflache 
um die Achse pq, also, da die Meridiankurven Ellipsen sind, zu 
emem Umdrehungsellipsoid. Somit war auch die dazu affine 
ursprungliche Eiflache notwendig ein Ellipsoid, w. z. b. w. 

Auf das gefundene Ergebnis lassen sich einige andere zuriick- 
fuhren, z. B.: 


Liegen die Mitten eines B'undels paralleler Sehnen von einer Ei- 
fldche immer in einer Ebene , so ist die Eiflache ein Ellipsoid (Bbunn). 

Ear allele ebene Schnilte einer Eiflache liegen nur im Falle des 
Ellipsoids immer zueinander ahnlich. 2 


1 In der Ausdrucksweise von S. Lie kommt das auf die bekannte Tatsaclie 

inaus, daB jede Eilinie, die eine stetige Gruppe von Affinitaten gestattet, 
eine Ellipse ist. 

In der Ebene gibt es folgende ahnliche Aufgabe: Man soli alle Eilinien 
ucnen, bei denen es wie bei einer Ellipse zu jedem Durchmesser einen 
beid^ U ^ er * en<l S0( ^ a ^ die Tangenten in den Endpunkten irgend eines der 

en zum andern parallel laufen. Diese Eilinien, von denen es auBer den 
Losu 611 se ^ r v ^ e ^ e andere, auch ebenfalls algebraische gibt, ergeben die 
und ^ eines von Carath£odory gestellten Problems der Variationsrechnung 
sind von J. Radon untersucht worden: Uber eine besondere Art ebener 
ha^ VeXei ^ Urven > Beipziger Berichte, Mathem. Phys. Klasse 68 (1916). Radon 
du K V ^ emer kt, daB diese Eilinien dadurch gekennzeichnet sind, daB sie 
rc Korrelationen von der Periode Vier in sich selbst iibergefuhrt werden. 
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Eine andere derartige, vielleicht nicht ganz einfache Aufgabe 
ware die folgende: Es sind alle Eifiachen zu ermitteln , bei denen die 
Schnittpunkte je dreier paarweis aufeinander senkrechter Tangcnten- 
ebenen nur eine FI ache erfullen. 

Im allgemeinen wird die Menge der Schnittpunkte innere Punkte 
haben. Beim Ellipsoid [und, wie ich in den Leipziger Berichten 
nachstens zeigen werde, nur bei diesem) ist die Flache eine Kugel. 


VIII. Die Mindestzahl der Scheitel einer geschlossenen konvexen 

Kurve. 


Als einfachstes Beispiel eines differentialgeometrischen Satzes 
liber Eilinien sei der folgende erwahnt, der unter etwas allgemeineren 
Voraussetzungen zuerst von A. Kneser in der Festschrift zum 
70. Geburtstag von H. Weber (Leipzig 1912) bewiesen wurde: 

Auf einer Eilinie liegen mindestens vier Scheitel. Dabei soil in 
Verallgemeinerung einer bei den Kegelschnitten gelaufigen Ausdrucks- 
weise ein Punkt der Eilinie „Scheitel“ genannt werden, wenn in ihm 
der Kriimmungshalbrnesser ein Extremum wird. 

Vielleicht der einfachste Beweis dieses hiibschen Satzes lafit 
sich auf Grund einer mechanischen Deutung von Formeln der ebenen 
Differentialgeometrie erbringen. Denken wir auf unserer Eilinie K 
einen ,,positiven“ Umlaufsinn ausgezeichnet Den Winkel der 
positiven Kurventangente an A" mit einer festen x-Richtung nennen 
wir r. Der Kriimmungshalbrnesser g = ds/d t wird als stetige 
Funktion von r vorausgesetzt. Fiir die rechtwinkligen Koordinaten 
.r, 1 / eines Kurvenpunktes P ergeben sich dann die Werte: . 

T I 

x — x 0 = J cos r • ds = J g cos r • dr, 

*0 To 


T T 

g — g 0 = J'sin r • d s = j*g sin t • d z . 

T 0 T 0 

Aus der Geschlossenheit von A folgt also (vgl. S. 116 oben) 

+ + .T 

(*) g cos t • d t = 0, J g sin r • d t = 0. 


— 


— .1 


Zur positiven Tangente im Kurvenpunkte P legen wir durcli 
den Koordinatenanfang 0 den gleichsinnig parallelen Einheits- 
vektor OP'. Sein Endpunkt P' mit den Koordinaten x'=cost, 
y' = sin t beschreibt den Einheitskreis K ' uni 0, wenn P die Eilinie A 


Virrscheitclsatx. 
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durchlauft. K' belegen wir nun derart mit positiver Masse, daB die 
Dichte in jedem Punkte P' von K' gleich dem Kriimmungsbalb- 
messer o im zugeborigen Punkt P von K wird. Dann sagen die 
Formeln (*) aus: Per Schwerpunkt dieser Massenbelegung der Kreis - 
linie K' fallt in ihren'Mittelpunkt 0. 

Aus der Stetigkeit der Funktion o (r) folgt die Existenz eines 
groBten und eines kleinsten Wertes von o auf K, also die Existenz 
von zwei Scbeiteln. Da ferner zwischen zwei GroBtwerten immer 
ein Kleinstwert liegen muB, so konnen die Extreme nur in gerader 
Zahl auftreten. Wenn man daher zeigt, daB es keine Eilinie mit 
nur zwei* Scbeiteln gibt, so ist Vier als Mindestzabl gesichert. 

Nehmen wir nun an, es gebe eine Eilinie K mit nur zwei Scbei- 
teln A und B , die dem kleinsten und groBten Werte von o ent- 
sprecben, und zeigen wir, daB diese Annahme zu einem Widersprucb 
fiibrt. Die Punkte auf dem Einbeitskreise K\ die den Scbeiteln A 
und B zugeboren, seien A ' und B\ Die Dicbte o wacbst dann auf 
beiden Kreisbogen zwiscben diesen Punkten monoton von A' bis B' 
bin. Die Eicbtung der Sebne von A' nacb B' moge etwa als posi¬ 
tive y-Richtung gewablt werden. Dann ist nacb (*) 


+ *1 71 

J*o sin r d r = J*{o (+ r) — o (— r)j sin r d r = 0 . 

- n 0 


Aus dem monotonen Verlauf der stetigen Funktion o (r) zwiscben A' 
und B' folgt aber, daB die stetige Funktion unter dem zweiten 
Integral in den inneren Punkten des Integrationsintervalls positiv 
ist, daB also das Integral nicbt verscbwinden kann. Mecbaniscb 
ausgedruckt: Zerlegt man K ' in zwei Halbkreise, so ist der, welcber 
enthalt, scbwerer, der Scbwerpunkt kann also nicbt in den Kreis- 

mittelpunkt 0 fallen. 1 

Es sei scblieBlich nocb ein allgemeinerer Satz iiber Eilinien 
erwahnt, der den „Vierscbeitelsatz“ als Sonderfall entbalt: 

Wird eine Eilinie von einem Kreise in 2 n Punkten geschmtten, so 
a t sie auch mindestens 2 n Scheitel. 

Die Eilinien mit nur vier Scbeiteln sind von C. Juel untersucbt 
Borden: „0m simple cykliske Kurver“, Danske Vidensk. Selsk. Skrifter 
W 8, 6 (1911). 

# 

1 Circolo di Palermo 36 (1913), S. 220—222. Andere Beweise von H. Mohk- 
W N V eb< : nda 37 (1914), s. 267—268 und dem kurzlicli im Kriege gefallenen 
• oot in CreUe 8 Journal 114 (1914), S. 239—248. 

BriscBKE, Kreis und Kugel. 11 
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IX. Weitere Literatur zur Differentialgeometrie der Eiflachen. 

^ om Verlauf der Krummungslimen auf einer Eiflache ist kaum 
etwas Allgemeingultiges bekannt. Uber die geodatischen Linien auf 
einer Eiflache hat H. Poincare deu merkwurdigen Satz angegeben, 
da8 es immer miudesteus drei geschlossene gibt, Am. Math. Soc! 

iians. 6 (1905), S. 237—274. Man sehe auok Enzyklopiidie III D 8 
(H. Liebmann), Nr. 11, S. 535. 

Hierher gehort auch die interessante Frage nac/i alien Eiflachen , 
die mit der Kvgel die Eigenschaft teilen, dafi ihre sdmtlichen geo- 
ddtischen Linien geschlossen sind, daB also ein materieller Punkt, der 
sich auf einer solchen Flache kraftefrei fortbewegt, immer wieder 
zur Ausgangslage zuriickkebrt. G. Darboux ist es gelungen, alle 
derartigen ZVeAflachen anzugeben, Theorie gbnerale des Surfaces, 
Bd. Ill, S. 4—9. Die Schwierigkeiten der allgemeinen Fragestellung 
sind bisher nicht vollig iiberwunden. Erfolge in dieser Eichtung 
wurden in zwei Gottinger Dissertationen erzielt, namlick von 0. Zoll 
in Mathem. Ann. 57 (1903) und besonders von P. Funk ebenda 75 
(1914); vgl. das Zitat auf S. 150 dieses Buches. 

Fugen wir bier noch einige Angaben an uber die beriihmte 
1 rage der / nverbiegbarkeit einer Lifiiiche , die wir scbon zweimal 
gestreift baben (S. 83 und S. 114). 

Schon Euklid bat bebauptet. daB durcb Gestalt und Anord- 
nung der Seitenflachen eines (gescblosseueu) Vielflachs auch dessen 
Gesta t scbon mitbestimmt sei. A. L. Cadchy bat eiuen wunder- 
vollen Beweis fur die Eichtigkeit dieser Bekauptung fUr den Fall 
tonvexer lelflache gegeben [Journal de l’Ecole Polytechnique, Cahier 
, lome 9 (1813). S. 87—98 oder Werke (2) 1, S. 26—38] und 
. ricaud J. de Math. 1897) bat an Beispieleu gezeigt, daB obue 
Einschrankungen Euklid s Vermutung nicbt stimmt, da es sick 
selbst durchdringende Acbtflacbe gibt, die M,ceglich“ sind bei 
u iec i pi la tung von Gestalt und Zusammenbaug der Seitenflacheu. 

Es liegt der Gedanke nabe, das Ergebnis Cauchys auf Ei- 
lacben auszudebnen und zu beweisen, daB eine Eiflache ,.unverbieg- 

‘ r '' °'" e *V RerUng der Bo ?eulangen der auf der Fliiche 

Gesta t ‘ KUr r U ( ”? " ie Dehm,n S" 1 '"> d obne Knickung nicbt ihre 
Gestalt verandern kanu. Diese Bekauptung wurde scbon von 

und T ? ,SMM nu *8 e8te IU. sber e rst dnrch H. Lieb- 

M, I , T, “"" S “ rzlich ™" H. Weyl bewieseu. 

unterschpiilp 4 . * Um ! c W0 sentlich versckiedeue Aufgabeu zu 

«, die L nverbiegbarkeit .dm uneudlick Kleiuen“ und die 


Litrratur. 
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„im Endlichen‘\ Bei der ersten Aufgabe, bei der man, wie das 
schon gescbehen ist, sich nicbt an der Bezeicbnung stoBen und 
daran nicbt Vermutungen liber mangelnde Strenge kniipfen soil, 
handelt es sich um folgendes: Es wird gezeigt, daB kein stetiger 
(nichttrivialer) Ferbiegungsvorgang moglich ist, der aus einer Eitiache 
eine stetige Scbar (nicbt kongruenter) „ isometrischer d. b. mit Er- 
baltung der Bogenlangen aufeinander bezogener Eifiachen hervor- 
geben laBt, wobei gewisse Voraussetzungen liber Stetigkeit und 
DifFerenzierbarkeit gemacht werden. Das zweite Ergebnis ist all- 
gemeiner und enthalt das erste. Es wird da namlich gezeigt, daB 
zwei isometriscb abgebildete Eifiachen (immer geschlossene konvexe 
Flachen!) notwendig kongruent oder symmetrisch sein mlissen. Die 
erste Aufgabe ist einfacher, da sie nur auf linearc Differential- 
gleicbungen flihrt. 

Die in diesem Sinne „unendlich kleine“ Unverbiegbarkeit ist 

um 1900 zuerst you Liebmann bewiesen worden [sieb bes. Math. 

Ann. 53 (1900), S. 81—112 und 54 (1901), S. 505—517] nach miB- 

gluckten Beweisversuchen von J. H. Jellett aus dem Jabre 1855. 1 

Ein anderer Beweis wurde auf Grund von Untersuchungen von 

Weingarten und Hilbert von mir in den Gottinger Nachrichten 
1912 gegeben. 

Dabei bat sich auch herausgestellt, daB die UnYerbiegbarkeit 
im un endlich kleinen auch die gleicbwertige mechanische Deutung 
zulaBt, daB in einer Eiflacbe obne Einwirkung auBerer Krafte keine 
(Zug- oder Druck-) Spannungen berrschen konnen [man vgl. meine 
Antrittsrede „Kreis und Kugel“ im Jahresber. d. Math. Yer. 24 (1915), 
es ‘ 208]. Flir den Fall der Kugel ist dieser Satz der Statik, 
worauf mich Herr F. Klein aufmerksam gemacht hat, schon Yon 
• C. Maxwell bewiesen worden; On the Equilibrium of a Spherical 
Envelope (1867), Scientific Papers II, S. 86—95, bes. S. 89. 

Das zweite Hauptergebnis Liebmann s unter seinen zahlreichen 
r gebnissen und Versuchen auf diesem Felde ist die endliche Un¬ 
verbiegbarkeit der Kugel (Math. Ann. 53), die spater neuerdings 
von Hilbert gezeigt wurde [Am. Math. Soc. Trans. 2 (1901) und 
^ndlagen der Geometrie, Leipzig u. Berlin 1909, S. 251—255]. 

. Ihese Unverbiegbarkeit der Kugel ist als Sonderfall enthalten 
ln eni Dauptergebnis Minkowski s liber die Geometrie der kon- 
exen Korper, das bier schon mehrfacb erwahnt wurde (S. 112 und 
52). Minkowski hat namlich gezeigt: 

Man vgl. die Zitate in der Enzyklopadie III D 6 a, A. Voss, S. 400. 

11 * 
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Man kann das (positive) GAUssische Kriimmungsmafi K einer 
Kip. ‘ache als Funktion der Normalenrichtung, entsprechend den Bedingungen 

f~dw = 0, JJLd f .,= 0, J-jLdco = 0 

(d o) Flachenelement des spharischen Bildes) und im ubrigen beliebig 
vorschreiben , es gibt dann zu dieser v Krummungsfunktion u stets eine 
und im ides ent lie hen nur eine Eipdche [Gesammelte Abhandlungen II, 

8. 128 f. und S. 270f.; zum erstenmal veroffentlicht in den Berichteu 
der Pariser Akademie 132 (1901), S. 21—24]. 

Die „endliche“ Unverbiegbarkeit bei beliebigen Eiflachen wurde 
erst 1915 von H. Weyl erledigt. Weyl hat namlich allgemeiner 
gezeigt, dab es zu einem beliebig vorgeschriebenen Linienelement 
positiveu KriimmungsmaBes stets eine und im wesentlicben nur eine 
Kill ache gibt [Vierteljahrschrift der naturforschenden Gesellschaft 
in Zurich 61 (1916), S. 40 — 72]: „Jede in abstracto gegebene geschlos- 
sene konvexe Fldche liifit eine einzige JRealisierung im dreidimensionalen 
(EuKLiDischen) Tiaume zuF Es ware zu wunschen, daB dieses be- 
sonders schone Ergebnis leichter zugiinglich gemacht wiirde. 

Merken wir schlieBlich noch tolgenden einleuchtenden, aber 
durchaus niclit trivialen Satz an: 


Fine geschlossene stetig gekrummte Fldche , die dberall positives 
Ariimmungsmafl besilzl, ist notwendig konvex. 

(Man bemerke, daB die entsprechende Behauptung fur ebene 

Kurven nicht stinimt!) Zu der Einsicht fiihrt ein Satz der Analysis 

Situs, den man in der Ausdrucksweise der RiEMANNscben Funktionen- 

theoiie so tassen kann: Jede unbegrenzte und relativ unverzweigte 

Uberlagerungstlache der Kiigelflache ist mit dieser („einfach zu- 

sammenhiingenden“) Flache identisch. 1 Daraus folgt fur unsere 

positiv gekrummte geschlossene Eliiche die Eineindeutigkeit des 

sp anschen Bildes und daraus leicht die Konvexitat. Diesen Beweis- 

gang hat scl ,( ) n J. Hadamard angedeutet: Bulletin de la Soci6t6 
luatliematique de France 31 (1903), 8. 300_301. 



1 Vgl. II. Weyl, Die Idee der Ki 

u. ff. 
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FORSCHLING LIND STUDIUM. Eine Samm- 

lung mathematilHier Monographien fiir Studierende von 
Dr. GERHARD KOWALEWSKI, Prof, an der Deutfchen 
Univerfitat zu Prag. Hefr 1: Das Integral und feine geo- 
metrifdien Anwendungen. Mit Figuren. gr. 8. geh. M. 3.— 

Diesc Sam mlung will dazu beltragen, die grofle Klufl zwischen Forschunt? 
und Studium zu uberbriicken. Der Universitatsunterricht bringt die Studie 
renden in der Regel nicht so weit, daft sie die Fortschritte der mathema- 
tiscncn \Y isscnschaft mit einigem Verstiindnis verfolgen konnen. 

Unserc Monographien wollen den Studierenden das Verstiindnis des Neuen 
in jeder nur mdglichen Wcise erleichtcrn. 

Das erste Heft bringt die moderne Bebandlung der einfachen und der 
Doppe mtegrale und es wird darin z. B. die Transformation der Doppel- 
lntegralc m vollig stronger und doch ziemlich einfacher Weise erledigt. 

EINFuHRUNG IN DIE ANALyTlSCHE 

GEOMETRIE von Dr.GERHARD KOWALEWSKI, 

Prof, der Mathematik an der Deutfchen Technifdien Hoch- 
fchuie zu Prag. Mit 112 Figuren ini Text. Lex. 8. 

geb. in Ganzleinen M. 11.- g eh. M. 10.- 

”Das Buell enthalt in der Tat alio fiir die Einfiilirung in das Studium der 
we'm oil fiir , "'" en " iC , hcn Gcdankcn - Es bring., was besonders 

wemoll fi r don Anfangsunlerricht ist, auch die Behandlung der einfachsten 
und grundlegendcn Prol.leme mit allgemeinen Methoden, so dal) deren Sinn 

f n 'l ‘T? l Vird - r 0berlailung mit Einzelheiten ist durchaus ve" 

m.eden. Das Buck kann fur erste Einfiihrung in das Studium 
bestcnsempfohlen w e r d e n.“ Deutsche Literatureng. 

EINFuHRUNG IN DIE DETERMINANT 

TENTH FOR IE einfdiliefilidi der unendlidien und der 

Predholmfdien Determinanten von Dr. GERHARD KO- 
ALEWSKI, Prof, an der Deutfchen Univerfitat zu Prag. 
gr. o. geb. in Ganzleinen M. 16.— geh. M. 15.— 

"her deii n oc h * To list : i'n d .T ''' hlcr mit "ohltuender Begrenzung dcs Stoffes, 
Wcrl- l inn v i V vom n euesten Standounkt behandelt. Das 

<’lc kb ungen an^t Elnffkh ™* 4,1 d * s Studium der linearen Integral- 

k ‘ h genthch anempfohlen \verdcn. u Allgemeines Literaturblatt* 
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